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Goldener Schnitt

Goldener Schnitt

Als Goldenen Schnitt (sectio aurea, proportio divina) bezeichnet man b

ein bestimmtes Teilungsverhiltnis einer Strecke oder anderen Grofe, Cl
¢ $ %4
ca. 61,8 % ca. 38,2 %

bei dem das Verhiltnis des Ganzen zu seinem groBeren Teil (auch

Maior genannt) dem Verhiltnis des grofleren zum kleineren Teil (dem \_

Minor) entspricht. Als Formel ausgedriickt (mit @ als Maior und § als

~
Minor) gilt: a—l— b

Proportionen beim Goldenen Schnitt einer
a:b=(a+b):a P

Strecke: @ — @ : b = (U,—l—b) T a
Das mittels Division dieser Groflen als Zahl berechnete
Teilungsverhdltnis des Goldenen Schnittes ist eine irrationale Zahl, das
heilt eine Zahl, die sich nicht als Bruch darstellen lidsst. Diese wird ebenfalls als Goldener Schnitt oder auch als
Goldene Zahl bezeichnet. Als mathematisches Symbol fiir diese Zahl wird meist der griechische Buchstabe Phi (@,

@), seltener auch Tau (7, 7) oder einfach g, verwandt.

Die Kenntnis des Goldenen Schnittes ist in der mathematischen Literatur seit der Zeit der griechischen Antike
(Euklid) nachgewiesen. Vereinzelt schon im Spétmittelalter (Campanus von Novara) und besonders dann in der
Renaissance (Luca Pacioli, Johannes Kepler) wurde er auch in philosophische und theologische Zusammenhénge
gestellt. Seit dem 19. Jahrhundert wurde er zunéchst in der dsthetischen Theorie (Adolf Zeising) und dann auch in
kiinstlerischer, architektonischer und kunsthandwerklicher Praxis als ein ideales Prinzip &sthetischer
Proportionierung bewertet. Die wahrnehmungspsychologische Frage der Nachweisbarkeit einer derart besonderen
asthetischen Wirkung ist in der Forschung allerdings umstritten, desgleichen die historische Frage, ob der Goldene

Schnitt auch schon bei der Proportionierung von Kunst- und Bauwerken ilterer Epochen eine Rolle gespielt hat.

Definition und elementare Eigenschaften

Eine Strecke AB der Linge s wird durch einen Punkt T innen so
geteilt, dass die Linge ades groBeren Teilabschnittes AT mittlere a b

Proportionale zwischen den Léngen § der kleineren und der gesamten
Strecke wird. Es gilt somit AB : AT = AT : TB. Diese so entstandene
Teilung heillt Goldener Schnitt der Strecke AB. Das Verhiltnis der a

beiden Streckenabschnitte AT : TB wird als Goldene Zahl
(1]

bezeichnet.
Eine einfache Rechnung zeigt: W _J
a 1445 Tb
$=, =7~ 1618 a

Wird eine Strecke sim Goldenen Schnitt geteilt, so gilt fiir den Beide Rechtecke sind Goldene (animierte

. Darstellung).
ldngeren Abschnitt

a=2 x0618s
)
und fiir den kiirzeren
b=s— > ~0382s.
o

Die Goldene Zahl ist eine irrationale Zahl, das heilt, sie ldsst sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen.

Sie ist jedoch eine algebraische Zahl vom Grad 2, insbesondere kann sie mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.
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Ferner ist sie besonders schlecht durch Briiche approximierbar.[z] Aus diesem Grund wird sie in der Literatur

(3]

gelegentlich auch als irrationalste ~ Zahl bezeichnet. Diese Eigenschaft wird im  Abschnitt

Approximationseigenschaften der Goldenen Zahl genauer erlautert.

Geometrische Aussagen

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Als Konstruktionsverfahren werden in der Geometrie nur diejenigen Verfahren akzeptiert, die sich auf die
Verwendung von Zirkel und Lineal (ohne Skala) beschrinken. Fiir die Teilung einer Strecke im Verhiltnis des
Goldenen Schnittes gibt es eine Fiille derartiger Verfahren, von denen im Folgenden exemplarisch nur einige
erwihnt werden. Man unterscheidet dabei eine innere und dufiere Teilung. Bei der dufieren Teilung wird der in der
Verldngerung der Ausgangsstrecke auflen liegende Punkt gesucht, der die vorhandene Strecke zum (groferen) Teil
des Goldenen Schnittes macht. Aufgefiithrt werden im folgenden auch zwei moderne, von Kiinstlern gefundene
Konstruktionen.

Innere Teilung

e Kilassisches Verfahren mit innerer Teilung, das wegen seiner
Einfachheit beliebt ist: C

1. Errichte auf der Strecke AB im Punkt B eine Senkrechte der halben
Linge von AB mit dem Endpunkt C.

2. Der Kreis um C mit dem Radius CB schneidet die Verbindung AC
im Punkt D.

3. Der Kreis um A mit dem Radius AD teilt die Strecke AB im

Verhiltnis des Goldenen Schnittes. Klassische innere Teilung

A S B

* Innere Teilung nach Euklid:

1. Errichte auf der Strecke AB im Punkt A eine Senkrechte der halben C
Linge von AB mit dem Endpunkt C.

2. Der Kreis um C mit dem Radius CB schneidet die Verldngerung
von AC im Punkt D. ' S B

3. Der Kreis um A mit dem Radius AD teilt die Strecke AB im
Verhiltnis des Goldenen Schnittes.

>
T

D

Innere Teilung: Verfahren nach Euklid
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¢ Konstruktion nach dem 0Osterreichischen Kiinstler Kurt Hofstetter,

die dieser 2005 im Forum Geometricorum ¥ publizierte:

1. Halbiere die Strecke AB in M durch Streckensymmetrale mit
Radius AB und konstruiere dabei ein gleichseitiges Dreieck ABC
mit der Seitenldnge AB und C unterhalb von AB.

2. Konstruiere ein gleichschenkeliges Dreieck MBD mit
Schenkelldnge AB iiber der Grundlinie MB

3. Die Strecke CD teilt die Strecke AB im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes.

C

Konstruktion nach Hofstetter

AuBere Teilung

* Klassisches Verfahren mit duf3erer Teilung:

1. Errichte auf der Strecke AS im Punkt S eine Senkrechte der Linge C
AS mit dem Endpunkt C.

2. Konstruiere die Mitte M der Strecke AS.

3. Der Kreis um M mit dem Radius MC schneidet die Verldngerung
von AS im Punkt B. S teilt AB im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes.

A M S B
AuBere Teilung

* Konstruktion nach dem amerikanischen Kiinstler George Odom, die
dieser 1982 entdeckte:

1. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck.
2. Konstruiere den Umkreis, also den Kreis, der durch alle Ecken des
Dreiecks verlautft. B
3. Halbiere zwei Seiten des Dreiecks in den Punkten A und S. S
4. Die Verlidngerung von AS schneidet den Kreis im Punkt B. S teilt
AB im Verhiltnis des Goldenen Schnittes.

Beginnt man mit der Strecke AS, so konstruiert man iiber der
halben Strecke das in S rechtwinklige Dreieck mit dem
Umkreismittelpunkt (Hohe: AS/2, 2. Kathete: AS)

. . . Konstruktion nach Odom
Anstatt stets neu konstruieren zu miissen, wurde im 19. Jahrhundert

von Kiinstlern und Handwerkern ein Goldener Zirkel — ein auf das
Goldene Verhiltnis eingestellter Reduktionszirkel — benutzt. Insbesondere im Schreinerhandwerk wurde ein

dhnliches Instrument in Form eines Storchschnabels benutzt.[s]
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Der Goldene Schnitt im Fiinfeck und im Pentagramm

RegelmiBiges Fiinfeck und Pentagramm bilden jeweils eine
Grundfigur, in der das Verhiltnis des Goldenen Schnittes wiederholt
auftritt. Die Seite eines regelméBigen Fiinfecks z.B. befindet sich im
Goldenen Schnitt zu seinen Diagonalen. Die Diagonalen untereinander
wiederum teilen sich ebenfalls im goldenen Verhiltnis, d.h. AD
verhdlt sich zu BD wie BD zu CD. Der Beweis dazu nutzt die

Ahnlichkeit geeignet gewihlter Dreiecke.

Das Pentagramm, eines der d&ltesten magischen Symbole der

Kulturgeschichte, steht in einer besonders engen Beziehung zum

Goldenen Schnitt. Zu jeder Strecke und Teilstrecke im Pentagramm
findet sich ein Partner, der mit ihr im Verhéltnis des Goldenen
Schnittes steht. In der Abbildung sind alle drei moglichen Pentagramm

Streckenpaare jeweils blau (lingere Strecke) und orange (kiirzere

Strecke) markiert. Sie lassen sich iiber das oben beschriebene Verfahren der stetigen Teilung nacheinander erzeugen.
Im Prinzip ist es damit in das verkleinerte Pentagramm fortsetzbar, das man in das innere Fiinfeck zeichnen konnte,
und damit auch in alle weiteren. Stiinden die beiden Strecken in einem Verhiltnis ganzer Zahlen, miisste dieses
Verfahren der fortgesetzten Subtraktion irgendwann Null ergeben und damit abbrechen. Die Betrachtung des

Pentagramms zeigt aber anschaulich, dass das nicht der Fall ist.

Fiir den Beweis, dass es sich um den Goldenen Schnitt handelt, beachte man, dass neben den vielen Strecken, die aus
offensichtlichen Symmetriegriinden gleich lang sind, auch CD=CC' gilt. Ursache ist, dass das Dreieck DCC’ zwei
gleiche Winkel besitzt, wie man durch Parallelverschiebung der Strecke CC’ erkennen kann, und daher
gleichschenklig ist. Nach dem Strahlensatz gilt:

AB AC

BB CC
Ersetzt man AC=AB+BC und beachtet die Gleichheit der auftretenden Teilstiicke, so erhdlt man genau die obige

Definitionsgleichung fiir den Goldenen Schnitt.
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Goldenes Rechteck und Goldenes Dreieck

Ein Rechteck, dessen Seitenverhiltnis dem Goldenen Schnitt entspricht, bezeichnet man als Goldenes Rechteck.
Ebenso nennt man ein gleichschenkliges Dreieck, bei dem zwei Seiten in diesem Verhiltnis stehen Goldenes

Dreieck.

» zum Vergleich von Rechtecksproportionen siehe Abschnitt Vergleich mit anderen Teilungsverhiltnissen

* ein Goldenes Dreieck ist Inhalt der Methode duflere Teilung in Abschnitt Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Goldener Winkel

Den Goldenen Winkel sy erhdlt man, wenn man den Vollwinkel im

Goldenen Schnitt teilt. Dies fithrt auf den tiiberstumpfen Winkel

2
il ~ 3,88 =~ 222,5°. Gewohnlich wird aber seine Erginzung zum

27
Vollwinkel, U = 27 — 6 /s 2,40 ~ 137,5°%als  Goldener
Winkel bezeichnet. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass Drehungen um
127 keine Rolle spielen und das Vorzeichen nur den Drehsinn des

Winkel bezeichnet. Es ist ndmlich

U =|%—2n|.
Durch wiederholte Drehung um den Goldenen Winkel entstehen
immer wieder neue Positionen, etwa fiir die Blattansitze im Bild. Wie Der Goldene Winkel U &2 137,5°
bei jeder irrationalen Zahl werden dabei nie exakte Uberdeckungen
entstehen. Weil die Goldene Zahl im unten beschriebenen Sinn die
Jrrationalste” Zahl darstellt, wird dabei erreicht, dass die Uberdeckung
der Blitter, welche die Photosynthese behindert, in der Summe

minimiert wird.

Goldene Spirale

Die Goldene Spirale ist ein Sonderfall der logarithmischen Spirale.
Diese Spirale ldsst sich mittels rekursiver Teilung eines Goldenen
Rechtecks in je ein Quadrat und ein weiteres, kleineres Goldenes
Rechteck konstruieren (siehe nebenstehendes Bild). Sie wird oft durch
eine Folge von Viertelkreisen approximiert. Ihr Radius dndert sich bei
jeder 90°-Drehung um den Faktor @.[6]

Es gilt: 7'(90) = aek®?mit der Steigung k = :I:IZ—@, wobei @

Goldene Spirale

Iist,

hierbei der Zahlenwert fiir den rechten Winkel, also 90° bzw. )

somit also k = %@lmit der Goldenen Zahl & = @
Mithin gilt fiir die Steigung: |k| = 0,005346798/° ~ 0,30634896 /rad.
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Goldener Schnitt im Ikosaeder

Die zwolf Ecken des Ikosaeders bilden die Ecken von drei gleich
groBen, senkrecht aufeinanderstehenden Rechtecken mit gemeinsamem
Mittelpunkt und mit den Seitenverhéltnissen des Goldenen Schnittes.
Die Anordnung der drei Rechtecke heif3it auch Goldener-Schnitt-Stuhl.

Mathematische Eigenschaften

Herleitung des Zahlenwertes

Aus der oben angegebenen Definition

E _a +b — 14 9 Drei Goldene Rechtecke im Ikosaeder
b a a
bzw.
a b
2 1-2=0
b a
a
folgt mit ® = — und l = _
b d a
1
d®-1——=0.
i1
Multiplikation mit @ergibt die quadratische Gleichung
B —1=0.

Diese Gleichung hat genau die beiden Losungen

_1+4/5

P
2

~ 1,618 033

und

- 1—-+/5 1
P=—"—"=1-0=—- —0,618033.
2 ® ’

Da ¢negativ ist, ist die gesuchte Goldene Zahl.

Die Goldene Zahlenfolge

Goldene Zahlenfolge fiir a =1

0
z|a,=®%-ag
4] =685 o' =3%® 42
3 ~ 4,236 P =2+04+1
2 ~ 2,618 2=d+1
1 ~ 1,618 ®
0 =1,000 d0 =1
-1 ~ 0,618 dl=p_1
-2 ~ 0,382 P 2=_d+2
-3 ~0236 O3 =2x3-3
-4 0146 | pt=_3xD+5
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Zu einer gegebenen Zahl @glisst sich eine Folge a, := ®* - agfiir z € Z konstruieren. Diese Folge hat die
Eigenschaft, dass je drei aufeinanderfolgende Glieder (a,_1, @, @,41)einen Goldenen Schnitt bilden, das heift,

es gilt

a; Gz11 . "
= sowle Q41 =0, +a,1 furallez € Z.
ty—1 a,

Diese Folge spielt in der Proportionslehre in Kunst und Architektur eine wichtige Rolle, weil sich zu einer
gegebenen Linge @gweitere dazu harmonisch wirkende Lingen erzeugen lassen. Dadurch lassen sich auch Objekte
sehr unterschiedlicher Abmessungen, wie etwa Fenster- und Raumbreite, mittels des Goldenen Schnitts in Bezug

setzen und ganze Serien untereinander harmonischer Maf3e erstellen.
Zusammenhang mit den Fibonacci-Zahlen

Verhiltnisse aufeinanderfolgender
Fibonacci-Zahlen

fo | fat1| far1 |Abweichung
In zu ®in %

1 1 =1,0000 -38

1 2 =2,0000 +23

2 3 | =1,5000 =713

3 5 = 1,6667 +3,0

5 8 | =1,6000 -1,1

8 13 | =1,6250 +0,43

13 21 |=1,6154 -0,16

21 34 | ~1,6190 +0,063

34| 55 |=1,6176 -0,024

55| 89 |=1,6182| +0,0091

89 | 144 |~ 1,6180| -0,0035

144 | 233 |~ 1,6181| +0,0013

In einem engen Zusammenhang zum Goldenen Schnitt steht die unendliche Zahlenfolge der Fibonacci-Zahlen (siehe

unten die Abschnitte Mittelalter und Renaissance):
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
Die jeweils nichste Zahl in dieser Folge erhilt man als Summe der beiden vorangehenden. Das Verhiltnis zweier

aufeinanderfolgender Zahlen der Fibonacci-Folge strebt gegen den Goldenen Schnitt (sieche Tabelle). Das rekursive
Bildungsgesetz f,, 11 = f,. + fn—1bedeutet ndmlich

fn-i—l f'n + fn—l fn—l
= =1 .
fa I i3

Sofern dieses Verhiltnis gegen einen Grenzwert g konvergiert, muss fiir diesen gelten

1
=14+ —.
+*1>

Diese Beziehung definiert aber gerade den Goldenen Schnitt, wie der Vergleich mit der ersten Gleichung des

vorangehenden Abschnitts zeigt. Diese Argumentation gilt auch fiir verallgemeinerte Fibonacci-Folgen mit zwei

beliebigen Anfangsgliedern.
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Die Glieder der Fibonacci-Folge f,, lassen sich fiir alle 5 € N iiber die Formel von Binet berechnen:

1 T ER )
fn: ﬁ(® -2 )

Diese Formel liefert die richtigen Anfangswerte fp = Ound f; = lund erfiillt die rekursive Gleichung
fov1 = fo+ fuoifirallen m

Approximationseigenschaften der Goldenen Zahl

Wie weiter oben schon angegeben, ist die Goldene Zahl @eine irrationale Zahl, das heif3it sie ldsst sich nicht als
Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen. Sie wird manchmal die ,irrationalste” aller Zahlen genannt, weil sie sich (in
einem speziellen zahlentheoretischen Sinn) besonders schlecht durch rationale Zahlen approximieren ldsst
(Diophantische Approximation). Dies soll im Folgenden durch einen Vergleich mit der ebenfalls irrationalen
Kreiszahl 7 illustriert werden. Letztere ist wesentlich besser approximierbar als @, zum Beispiel ldsst 7 sich

durch den Bruch %mit einer Abweichung von nur zirka 0,00126 approximieren. Einen derartig geringen Fehler

wiirde man im Allgemeinen erst bei einem sehr viel groferen Nenner erwarten.®)

Die Goldene Zahl lasst sich direkt aus der Forderung nach moglichst schlechter Approximierbarkeit durch rationale
Zahlen konstruieren. Um das zu verstehen, betrachte man das folgende Verfahren zur Approximation beliebiger
Zahlen durch einen Bruch am Beispiel der Zahl 7 . Wir zerlegen diese Zahl zunéchst in ihren ganzzahligen Anteil
und einen Rest, der kleiner als Jist: 1 = 3 4+ Rest. Der Kehrwert dieses Restes ist eine Zahl, die grofler als ]

ist. Sie ldsst sich daher wiederum zerlegen in einen ganzzahligen Anteil und einen Rest kleiner 7:

T=3+ ﬁ Verfihrt man mit diesem Rest und allen folgenden ebenso, dann erhilt man die so genannte

unendliche Kettenbruchentwicklung der Zahl 7

=3+
- 1
+
1
1o+ ——
14---
Wird diese Kettenbruchentwicklung nach endlich vielen Schritten abgebrochen, dann erhilt man fiir 7 die
bekannten Niherungen 3, %, %, %, ..., die rasch gegen 7r streben. Fiir jeden einzelnen dieser Briiche gilt,

dass es keinen Bruch mit einem kleineren Nenner gibt, der 7 besser approximiert. Dies gilt ganz allgemein:
Wenn man die Kettenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl x an irgendeiner Stelle abbricht, so erhilt man

eine rationale Zahl p / g . die z optimal approximiert unter allen rationalen Zahlen mit Nenner < g L

Im obigen Kettenbruch erscheint vor jedem Pluszeichen eine ganze Zahl. Je grofer diese Zahl ist, umso kleiner ist
der Bruch, in dessen Nenner sie steht, und umso kleiner ist daher auch der Fehler, der entsteht, wenn der unendliche
Kettenbruch vor diesem Bruch abgebrochen wird. Die grofite Zahl im obigen Abschnitt des Kettenbruchs ist die 15.

Das ist der Grund, warum %eine derart gute Approximation fiir 7 darstellt.

In Umkehrung dieser Argumentation folgt nun, dass die Approximation besonders schlecht ist, wenn die Zahl vor
dem Pluszeichen besonders klein ist. Die kleinste zuldssige Zahl dort ist aber die 1. Der Kettenbruch, der
ausschlieBlich Einsen enthilt, ldsst sich daher besonders schlecht durch rationale Zahlen approximieren und ist in
diesem Sinn die ,irrationalste aller Zahlen®.

Fiir die Goldene Zahl gilt nun aber ® = 1 + %(siehe oben), woraus sich durch wiederholte Anwendung ergibt
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d=1+=—=1+ =..=1+

1+

1+

n
1
..._|_(I)

Da die Kettenbruchentwicklung der Goldenen Zahl ¢also nur Einsen enthilt, gehort sie zu den Zahlen, die

besonders schlecht rational approximierbar sind. Bricht man ihre Kettenbruchentwicklung an irgendeiner Stelle ab,

so erhilt man stets einen Bruch aus zwei aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen.!'"

Eine weitere kuriose Bezeichnung ist die folgende: In der Theorie der dynamischen Systeme bezeichnet man Zahlen,
deren unendliche Kettenbruchdarstellung ab irgendeiner Stelle nur noch Einsen enthilt, als ,noble Zahlen“. Da die

Goldene Zahl nur Einsen in ihrem Kettenbruch hat, kann man sie scherzhaft als ,nobelste Zahl“ bezeichnen.

Weitere mathematische Eigenschaften

* Aus $2? = 1 - ¢ lisst sich folgende unendliche Kettenwurzel herleiten:

@:\/1+\/1+\/1+m.

* Das Quadrat 2 — @ - ] und jede hohere ganzzahlige Potenz von lassen sich als Summe aus einem

ganzzahligen Vielfachen von @und einem ganzzahligen Vielfachen von 1 darstellen. Auf dieser Eigenschaft
beruht die fundamentale Bedeutung des Goldenen Schnitts fiir quasiperiodische Gitter (siehe Quasikristall).
« Genauer gilt " = "1 4 o2 = focat fo - @@= for1+ fo- %(Wobei fr die n-te Fibonacci-Zahl
ist).
Aus der Trigonometrie erhélt man unter anderem

o = ZCOS(%) = 2sin 31—76)

und

1
— J _ 2
o 2sin(f5) = 2cos(%) .
%ist der Spitzenwinkels und 31‘—gdie Hilfte des stumpfen AuBlenwinkels des Pentagramms. Gelegentlich wird
die Rolle des Goldenen Schnitts fiir das Fiinfeck als vergleichbar bedeutend bezeichnet wie die der Kreiszahl
7 fiir den Kreis.
* Der Goldene Schnitt ldsst sich auch mit Hilfe der Eulerschen Zahl und der hyperbolischen Areasinus-Funktion

ausdriicken:

. 1
+1 arsmh(:l: —)
O =e 2/,

* Einsetzen von g = %in die fiir |q| < 1giiltige geometrische Reihenformel 22‘;1 qk = 1%qergibt:

k=1
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Verallgemeinerung des Goldenen Schnittes

Geometrisches Mittel

Wird die Strecke AB in ihrer Linge [AB]als reelle Zahl @ interpretiert, und die Teilung durch den Goldenen

Schnitt im Punkt T in die beiden Teilstrecken AT und BT als Zerlegung dieser Zahl @ in zwei Summanden x und
a — I, so ist T das geometrische Mittel der Zahlen aund g — z . Das folgt aus der allgemeinen Definition des

geometrischen Mittels Zyeom = /Z1 - Zg - ... Ty, hier: g = v/a{a — x). Des weiteren folgt daraus
unmittelbar, dass @ wiederum das geometrische Mittel von z und g + ist.[1 1
Fiir jedes beliebige reelle a lédsst sich daher sowohl eine mathematische Folge aufsteigend wie absteigend angeben.

Die aufsteigende, wie auch die absteigende Folge ist jeweils rekursiv definiert.
Fiir die aufsteigende Folge gilt: a;,; = a; + %(1 + \/5) @; mit dem Anfangspunkt @p = @ .

Fiir die absteigende Folge gilt: a;,; = a; — %(1 + \/E)ai mit dem Anfangspunkt Gg = @ .

Stetige Teilung

Die geometrische Verallgemeinerung des Goldenen Schnittes durch seine mehrfache Anwendung ist die Stetige
Teilung einer Strecke 4 3 . Dabei wird die Strecke A B zunichst in eine kleinere Strecke A4 A7 und eine groBlere
‘AT B zerlegt. Die Strecke A7 B (d.h. der groBlere der entstandenen Streckenabschnitte) wird nunmehr erneut einem
Goldenen Schnitt unterzogen, wobei A# 7 als (neuer) groBerer Streckenabschnitt und Ar Arals kleinerer
verbleiben. Dieser Schritt kann nun unendlich oft wiederholt werden, da auf Grund der mathematischen
Eigenschaften des Goldenen Schnittes trotz der fortschreitenden Teilung es keinen Punkt A(n)geben wird, der mit

dem urspriinglichen Punkt 4 zusammenfillt.
Dieses allgemeingiiltige Vorgehen kann aber auch dadurch erreicht werden, dass im Punkt B nach der Konstruktion

von A' die Strecke 4 A’ abgetragen wird: Der auf diese Weise entstehende Punkt A" ist der gleiche, wie der

soeben in der (allgemeinen) Zerlegung beschriebene Punkt A .

Diese Schrittfolge bezeichnet man als Stetige Teilung einer Strecke AR M

Analytisch ist damit die Stetige Teilung als Verallgemeinerung des Goldenen Schnittes ein Beispiel von
Selbstdhnlichkeit: Interpretiert man wiederum die entstandenen Lingen der Strecken als reelle Zahlen, so gilt:
Subtrahiert man die kiirzere der beiden Strecken von der ldngeren, so erhilt man eine noch kiirzere Strecke g — b ,

zu der die mittlere Strecke  wiederum im Verhéltnis des Goldenen Schnittes steht, also

b a

a—b:g'

Diese Aussage ist analytisch wiederum identisch zu der absteigenden geometrischen Folge des vorangegangenen

Abschnittes. Fiir die Verldngerung einer gegebenen Strecke gilt demzufolge die gleiche Aussage, sie fiithrt zur
aufsteigenden geometrischen Folge.

Aus dieser Aussage heraus gilt aber auch: Ein Rechteck mit den Seiten aund § entspricht genau dann dem
Goldenen Schnitt, wenn das auch fiir das Rechteck mit den Seiten g -+ b und a der Fall ist. Ein Goldenes Rechteck
lasst sich daher stets in ein kleineres Goldenes Rechteck und ein Quadrat zerlegen. Diese Verallgemeinerung ist

wiederum Grundlage fiir die Konstruktion der (unendlichen) Goldenen Spirale, wie oben beschrieben.
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Verfahren des Goldenen Schnittes

Das Verfahren des Goldenen Schnittes (auch: Methode des Goldenen Schnittes, Suchverfahren Goldener Schnitt,
seltener auch Goldenes Verfahren) ist ein Verfahren der mathematischen nichtlinearen Optimierung, genauer
berechnet es algorithmisch eine numerische Niherung fiir eine Extremstelle (Minimum oder Maximum) einer reellen

Funktion einer Variablen in einem Suchintervall [a, b]. Es basiert auf der analytischen Anwendung der

urspriinglich geometrisch definierten Stetigen Teilung. Analog der sequentiellen dichotomen Suche, wie sie das
Intervallhalbierungsverfahren als spezieller Anwendungsfall darstellt, wird jedoch nicht das Suchintervall bei jedem

Schritt halbiert, sondern nach dem Prinzip des Goldenen Schnittes verkleinert.
Der verwendete Parameter 7 (fau) hat dabei nicht, wie bei ,dichotomen Verfahren“, den Wert %, sondern man wéhlt

7==®_1, sodass sich zwei Punktt z=>b-—7(b—a)und z'=a+ 7(b— a)fir das
Optimierungsverfahren ergeben, die das Suchintervall im Goldenen Schnitt teilen. 1!

Wird angenommen, dass jeder Punkt in jedem Intervall mit gleicher Wahrscheinlichkeit Extrempunkt sein kann,
fiihrt dies bei Unbestimmtheitsintervallen dazu, dass das Verfahren des Goldenen Schnittes z. B. um 14 % effektiver
ist als die Intervallhalbierungsmethode. Im Vergleich zu diesem und weiteren sequentiellen Verfahren ist es —
mathematisch gesehen — das fiir allgemeine Funktionen effektivste Verfahren; nur im Fall differenzierbarer

Funktionen ist es der direkten mathematischen Losung unterlegen.[13]

Dass sich dieses Verfahren in der manuellen Rechnung nicht durchgesetzt hat, liegt vor allem an den notwendigen
Wurzelberechnungen fiir die einzelnen Zwischenschritte. Fiir computergestiitzte Berechnungen sind heute andere

numerische Verfahren leistungsfihiger, so dass es auch in diesem Bereich sich nicht durchsetzte.

Geschichte

Der Goldene Schnitt ist ein Begriff, der erst ab der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts populdr wurde, obwohl die
mathematischen Prinzipien schon seit der Antike bekannt waren. Auch der Begriff Goldene Zahl stammt aus dieser
Zeit, noch 1819 wird dieser Begriff mit dem Meton-Zyklus in einem der Griechischen Kalendersysteme in

Verbindung gebracht. (14]

Antike

Die erste erhalten gebliebene genaue Beschreibung des Goldenen Schnittes findet sich im zweiten Buch der
Elemente des Euklid (um 300 v. Chr.), der darauf iiber seine Untersuchungen an den platonischen Korpern und dem
Fiinfeck beziehungsweise dem Pentagramm stie}. Seine Bezeichnung fiir dieses Teilungsverhéltnis wurde spéter ins
Lateinische als ,proportio habens medium et duo extrema® iibersetzt, was heute als ,Teilung im inneren und duferen
Verhiltnis* bezeichnet wird.!!>H6I7]

Als historisch gesichert kann heute gelten, dass der Goldene Schnitt bereits vor Euklid bekannt war. Umstritten ist,

ob die Entdeckung auf Hippasos von Metapont (spites 6. Jahrhundert v. Chr.) oder auf Eudoxos von Knidos (um 370

v. Chr.) zurﬁckgeht.[18]
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Mittelalter

In seinem Rechenbuch Liber abbaci (nicht erhaltene Erstfassung 1202,
1220),
arithmetischen und algebraischen Lehrwerk iiber das Rechnen mit den
Mathematiker

erhaltene 2. Fassung nicht vor einem umfangreichen

indo-arabischen Ziffern, kommt der italienische
Leonardo da Pisa, genannt ,Fibonacci®, kurz auch auf die spiter nach
zwar im

ihm benannten Fibonacci-Folge zu sprechen, und

Zusammenhang mit der sogenannten Kaninchen-Aufgabe, in der zu
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Glied der Reihe (ab dem dritten) durch Summierung der beiden

vorhergehenden Reihenglieder errechnen ldsst. FEine weitere

Beschiftigung mit dieser Folge findet sich bei ihm nicht, d h. der

Zusammenhang zum Goldenen Schnitt wird von ihm nicht dargestellt.

Liber abbaci, MS Biblioteca Nazionale di
Firenze, Codice Magliabechiano cs cI 2616, fol.
124r: Fibonacci-Zahlen am Rand der

Dass ihm allerdings der (erst spiter so genannte) Goldene Schnitt
bekannt und in der Tradition Euklids ein Begriff war, zeigt sich gegen

Ende seines Werks bei einer algebraischen Aufgabe, in der es darum

[20]

geht (in moderner Formulierung wiedergegeben) - a und b zu finden

iy Haddoes st 7 ks
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,Kaninchenaufgabe“

mit 10 = @ + b und % + b _ \/5 . Hierzu weist Leonardo darauf hin, dass im Fall von g > p die Proportion
2]

10 a = a : b gilt, 10 also von a und b im Verhiltnis des Goldenen Schnittes (ohne diesen Begriff zu gebrauchen)

geteilt wird ("et scis, secundum hanc diuisionem, 10 diuisa esse media et extrema porportione; quia est sicut 10 ad

. . . . m [21]
maiorem partem, ita maior pars ad minorem").

Renaissance

Einen Zusammenhang zwischen Fibonacci-Folge und Goldenem Schnitt stellte
Leonardo jedoch noch nicht her: Die Entdeckung, dass sich bei Teilung eines
Gliedes der Fibonacci-Folge durch das vorhergehende Reihenglied als
Néherungswert @ ergibt, wurde lange Zeit Johannes Kepler zugeschrieben,
konnte jedoch in jiingerer Zeit auch schon in einer handschriftlichen Anmerkung
nachgewiesen werden, mit der ein mutmaBlich aus Italien stammender Leser in

16. Jahrhunderts Euklids Theorem II.11
[22]

der ersten Hilfte des in der

Euklid-Ausgabe Paciolis von 1509 kommentierte:

Sit linea ab 233 pedum, divisa ut docet 11 huius in duo inaequalia in
puncto h et sit bh portio eius maior 144 et ha portio eius minor 89. ducatur
ab in ha et perveniunt 20737 et bh in se et perveniunt 20736. et sic
cognosces quod in mutationibus non est laborandum quid impossibile est
numerum ita dividi ut ista 11 proponit. similiter accidit si linea 13 pedum
dividatur in lineam 8 pedum, et lineam 5. [,Eine Gerade ab von 233 Fuf}
sei so, so wie es Theorem 11 hier vorfiihrt, an einem Punkt £ in zwei

Der vitruvianische Mensch,
Leonardo da Vinci, 1492,

Proportionsstudie nach Vitruv
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ungleiche Teile geteilt, und dabei sei bk sein groBerer Teil mit 144 und ha sein kleinerer Teil mit 89. ab sei
multipliziert mit sa, und es ergeben sich 20737, und bh multipliziert mit sich selbst, so ergeben sich 20736.
Und daran magst du erkennen, dass man sich nicht mit Ersetzungen abzumiihen braucht um zu zeigen, dass es
unmdoglich ist, die Zahl so zu teilen wie es hier Theorem 11 vorfiihrt. Das gleiche ergibt sich, wenn eine

Gerade von 13 FuB} in eine Gerade von 8 und eine von 5 Fuf} geteilt wird.“]

Auch der Herausgeber dieser Euklid-Ausgabe, der Franziskanermonch Luca Pacioli di Borgo San Sepolcro
(1445—1514), der an der Universitit von Perugia Mathematik lehrte, hatte sich intensiv mit dem Goldenen Schnitt
befasst. Er nannte diese Streckenteilung Gottliche Teilung, was sich auf Platons Identifizierung der Schopfung mit
den fiinf platonischen Kérpern bezog, zu deren Konstruktion der Goldene Schnitt ein wichtiges Hilfsmittel darstellt.
Sein gleichnamiges Werk ,De Divina Proportione” von 1509 besteht aus drei unabhingigen Biichern. Bei dem ersten
handelt es sich um eine rein mathematische Abhandlung, die jedoch keinerlei Bezug zur Kunst und Architektur
herstellt. Das zweite ist ein kurzer Traktat iiber die Schriften des Romers Vitruv aus dem 1. Jahrhundert v. Chr. zur
Architektur, in denen Vitruv die Proportionen des menschlichen Korpers als Vorlage fiir Architektur darstellt. Dieses
Buch enthilt eine Studie von Leonardo da Vinci (1452—1519) iiber den vitruvianischen Menschen. Das Verhiltnis
von Seite des den Menschen umgebenden Quadrats zu Radius des umgebenden Kreises — nicht das Verhiltnis der
Proportionen des Menschen selbst — in diesem beriihmten Bild entspricht mit einer Abweichung von 1,7 % dem
Goldenen Schnitt, der jedoch im zugehorigen Buch gar nicht erwihnt wird. Dariiber hinaus wiirde man diese

Abweichung bei einem konstruktiven Verfahren nicht erwarten.

Im Oktober 1597 stellte Johannes Kepler in einem Brief an seinen fritheren Tiibinger Professor Michael Maestlin die
Frage, warum es nur eine einzige mogliche Losung gebe fiir die Aufgabe, ein rechtwinkliges Dreieck zu
konstruieren, bei dem das Verhiltnis der kiirzeren zur ldngeren Seite dem der lingeren zur Hypotenuse entspricht.
Auf das Original dieses Briefes notierte Maestlin eine Berechnung, die die Hypotenuse einmal mit 10 und einmal mit
10.000.000, und fiir den letzteren Fall dann die kiirzeste Seite mit 7.861.514 und die lingere Seite mit 6.180.340
beziffert. Das entspricht einer bis auf die sechste Nachkommastelle genauen (und bis zur fiinften korrekten) Angabe
des Goldenen Schnittes und ist nach den ilteren sexagesimalen Berechnungen der Antike die erste bekannte

dezimale Angabe dieser Art.[?

19. und 20. Jahrhundert
[24]

In Abhandlungen verschiedener Autoren im 19. Jahrhundert, insbesondere von dem Philosophen Adolf Zeising ™ ™,
wurden die beiden Schriften von Pacioli und da Vinci zu der These kombiniert, Pacioli habe in der ,De Divina
Proportione” in Zusammenarbeit mit Leonardo da Vinci einen Zusammenhang zwischen Kunst und Goldenem
Schnitt hergestellt und damit seine Wiederentdeckung fiir die Malerei der Renaissance begriindet. Zeising war
iiberdies von der Existenz eines Naturgesetzes der Asthetik iiberzeugt, dessen Basis der Goldene Schnitt sein miisse.
Er suchte und fand den Goldenen Schnitt iberall. Seine Schriften verbreiteten sich rasch und begriindeten eine wahre
Euphorie beziiglich des Goldenen Schnittes. Andererseits zeigt eine Untersuchung der Literatur, dass vor Zeising
niemand in den Werken der Antike oder Renaissance den Goldenen Schnitt zu erkennen glaubte. Entsprechende

Funde sind daher heute unter Kunsthistorikern eher umstritten, wie z. B. Neveux 1995 nachwies.[zs]

Eine der ersten gesicherten Verwendungen der Bezeichnung Goldener Schnitt wurde 1835 von Martin Ohm
(1792—-1872; Bruder von Georg Simon Ohm) in einem Lehrbuch der Mathematik verwendet.'>2% Auch die

Bezeichnung sectio aurea entstand erst in dieser Zeit.

Gustav Theodor Fechner, ein Begriinder der experimentellen Psychologie, stellte 1876 bei Untersuchungen mit
Versuchspersonen anhand von Rechtecken in der Tat eine Préferenz fiir den Goldenen Schnitt fest.””! Die
Ergebnisse bei der Streckenteilung und bei Ellipsen fielen jedoch anders aus. Neuzeitliche Untersuchungen zeigen,
dass das Ergebnis solcher Experimente stark vom Kontext der Darbietung abhéngt. Fechner fand ferner bei
Vermessungen von Bildern in verschiedenen Museen Europas, dass die Seitenverhiltnisse im Hochformat im Mittel

etwa 4:5 und im Querformat etwa 4:3 betragen und sich damit deutlich vom Goldenen Schnitt unterscheiden. 812!
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Der ruminische Diplomat Matila Ghyka verband in seinen Schriften Esthétique des Proportions (1927) und Le
nombre d'or (1931) den religiosen Aspekt von Pacioli mit dem &#sthetischen von Zeising. Er interpretierte den

Goldenen Schnitt als fundamentales Geheimnis des Universums und fiihrte dazu vor allem Beispiele in der Natur an.

Ende des 20. Jahrhunderts suchte die Kunsthistorikerin Marguerite Neveux mit rontgenanalytischen Verfahren unter
der Farbe von Originalgemélden, die angeblich den Goldenen Schnitt enthalten wiirden, vergeblich nach

entsprechenden Markierungen oder Konstruktionsspuren.[zs]BO]

Vorkommen in der Natur

Biologie

Das spektakuldrste Beispiel fiir Verhiltnisse des Goldenen Schnittes in
der Natur findet sich bei der Anordnung von Blittern (Phyllotaxis) und
in Bliitenstinden mancher Pflanzen.®!! Bei diesen Pflanzen teilt der
Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Blittern den Vollkreis
von 360° im Verhiltnis des Goldenen Schnittes, wenn man die beiden
Blattwurzeln durch eine Parallelverschiebung eines der Blitter entlang
der Pflanzenachse zur Deckung bringt. Es handelt sich dabei um den
Goldenen Winkel von etwa 137,5°.

Die daraus entstehenden Strukturen werden auch als selbstidhnlich

bezeichnet: Auf diese Weise findet sich ein Muster einer tieferen

Strukturebene in hoheren Ebenen wieder. Beispiele sind die

SonnenblumeBz], Kohlarten, Kiefernnadeln an jungen Asten, Anordnung von Blittern im Abstand des

Zapfen'®®,  Agaven, viele Palmen- und Yuccaarten und die Goldenen Winkels von oben betrachtet. Das

. " .. Sonnenlicht wird optimal genutzt.
Bliitenblitter der Rose, um nur einige zu nennen.

Ursache ist das Bestreben dieser Pflanzen, ihre Blitter auf Abstand zu halten. Es wird vermutet, dass sie dazu an
jeder Blattwurzel einen besonderen Wachstumshemmer (Inhibitor) erzeugen, der im Pflanzenstamm — vor allem
nach oben, in geringerem Umfang aber auch in seitlicher Richtung — diffundiert. Dabei bilden sich in verschiedene
Richtungen bestimmte Konzentrationsgefille aus. Das nédchste Blatt entwickelt sich an einer Stelle des Umfangs, wo
die Konzentration minimal ist. Dabei stellt sich ein bestimmter Winkel zum Vorginger ein. Wiirde dieser Winkel

den Vollkreis im Verhiltnis einer rationalen Zahl %teilen, dann wiirde dieses Blatt genau in die gleiche Richtung

wachsen wie dasjenige n Blitter zuvor. Der Beitrag dieses Blattes zur Konzentration des Inhibitors ist aber an dieser
Stelle gerade maximal. Daher stellt sich ein Winkel mit einem Verhiltnis ein, das alle rationalen Zahlen meidet. Die
Zahl ist nun aber gerade die Goldene Zahl (siehe oben). Da bisher kein solcher Inhibitor isoliert werden konnte,
werden auch andere Hypothesen diskutiert, wie beispielsweise die Steuerung dieser Vorginge in analoger Weise
durch Konzentrationsverteilungen von Nihrstoffen.

Der Nutzen fiir die Pflanze konnte darin bestehen, dass auf diese Weise von oben einfallendes Sonnenlicht (bzw.
Wasser und Luft) optimal genutzt wird[34], eine Vermutung, die bereits Leonardo da Vinci duflerte, oder auch im
effizienteren Transport der durch Photosynthese entstandenen Kohlenhydrate im Phloemteil der Leitbiindel nach
unten. Die Wurzeln von Pflanzen weisen den Goldenen Winkel weniger deutlich auf. Bei anderen Pflanzen
wiederum treten Blattspiralen mit anderen Stellungswinkeln zutage. So wird bei manchen Kakteenarten ein Winkel
von 99,5° beobachtet, der mit der Variante der Fibonacci-Folge 1, 3, 4, 7, 11, ... korrespondiert. In
Computersimulationen des Pflanzenwachstums lassen sich diese verschiedenen Verhaltensweisen durch geeignete

Wahl der Diffusionskoeffizienten des Inhibitors provozieren.
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Bei vielen nach dem Goldenen Schnitt organisierten Pflanzen bilden

sich in diesem Zusammenhang so genannte Fibonacci-Spiralen aus. g '*ﬁw—
Spiralen dieser Art sind besonders gut zu erkennen, wenn der

Blattabstand im Vergleich zum Umfang des Pflanzenstammes %
besonders klein ist. Sie werden nicht von aufeinander folgenden - .

Blittern gebildet, sondern von solchen im Abstand n, wobei n eine

Fibonacci-Zahl ist. Solche Blitter befinden sich in enger [ chienzapfenmitS,8und 13 Fibonacci-Spiralen

Nachbarschaft, denn das n-fache des Goldenen Winkels Jrist

ungefihr ein Vielfaches von 360° wegen

m
~ n—360° = m 360°

n
wobei m die nachstkleinere Fibonacci-Zahl zu n ist. Da jedes der Blitter zwischen diesen beiden zu einer anderen
Spirale gehort, sind n Spiralen zu sehen. Ist %gréBer als @, so ist das Verhiltnis der beiden nichsten
Fibonacci-Zahlen kleiner und umgekehrt. Daher sind in beide Richtungen Spiralen zu aufeinander folgenden

Fibonaccizahlen zu sehen. Der Drehsinn der beiden Spiralentypen ist dem Zufall iiberlassen, sodass beide

Moglichkeiten gleich hiufig auftreten.

Sonnenblume mit 34 und 55 Fibonacci-Spiralen

Berechneter Bliitenstand mit 1000 Samen im
Goldenen Winkel — Es stellen sich 13, 21, 34 und
55 Fibonacci-Spiralen ein.

Besonders beeindruckend sind Fibonacci-Spiralen (die damit wiederum dem Goldenen Schnitt zugeordnet sind) in
Bliitenstéinden, wie beispielsweise bei Sonnenblumen.*! Pflanzenarchitektonisch entsprechen den einzelnen Samen
Blitter, wobei jedes einzelne einem eigenen Kreis um den Mittelpunkt des Bliitenstandes zugeordnet werden kann,
so als hitte man einen Pflanzenstamm mit seinen Blittern wie ein Teleskop zusammengeschoben.
Wachstumstechnisch aufeinander folgende Samen liegen daher rdumlich weit auseinander, wihrend direkte
Nachbarn wieder einen Abstand entsprechend einer Fibonacci-Zahl haben. Im &ufleren Bereich von Sonnenblumen
zahlt man 34 und 55 Spiralen, bei grofleren Exemplaren 55 und 89 oder sogar 89 und 144. Die Abweichung vom

mathematischen Goldenen Winkel, die in diesem Fall nicht tiberschritten wird, betrégt weniger als 0,01 %.

Der Goldene Schnitt ist aulerdem in radidrsymmetrischen fiinfzdhligen Bliiten erkennbar wie beispielsweise bei der
Glockenblume, der Akelei und der (wilden) Hecken-Rose. Der Abstand der Spitzen von Bliitenbléttern nichster
Nachbarn zu dem der tibernédchsten steht wie beim regelmifigen Fiinfeck iiblich in seinem Verhéltnis. Das betrifft

ebenso Seesterne und andere Tiere mit fiinfz&hliger Symmetrie.[36]
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Dariiber hinaus wird der Goldene Schnitt auch im Verhiltnis der
Lingen aufeinander folgender Stingelabschnitte mancher Pflanzen
vermutet wie beispielsweise bei der Pappel. Auch im Efeublatt stehen
die Blattachsen a und b (siehe Abbildung) ungefiahr im Verhiltnis des
Goldenen Schnittes. Diese Beispiele sind jedoch umstritten.

Noch im 19. Jahrhundert war die Ansicht weit verbreitet, dass der
Goldene Schnitt ein gottliches Naturgesetz sei und in vielfacher Weise
auch in den Proportionen des menschlichen Korpers realisiert wire. So

nahm Adolf Zeising in seinem Buch iiber die Proportionen des
24]

menschlichen Kérpers[ an, dass der Nabel die Korpergrofe im
Verhiltnis des Goldenen Schnittes teile, und der untere Abschnitt Goldener Schnitt im Efeublatt

werde durch das Knie wiederum so geteilt. Ferner scheinen die

Verhiltnisse benachbarter Teile der Gliedmallen wie beispielsweise bei Ober- und Unterarm sowie bei den
Fingerknochen ungefihr in diesem Verhiltnis zu stehen. Eine genaue Uberpriifung ergibt jedoch Streuungen der
Verhiltnisse im 20-%-Bereich. Oft enthilt auch die Definition, wie beispielsweise die Linge eines Korperteils exakt
zu bestimmen sei, eine gewisse Portion Willkiir. Ferner fehlt dieser These bis heute eine wissenschaftliche
Grundlage. Es dominiert daher weitgehend die Ansicht, dass diese Beobachtungen lediglich die Folge gezielter

Selektion von benachbarten Paaren aus einer Menge von beliebigen Grofen sind.l*”!

Bahnresonanzen

Seit langem ist bekannt, dass die Umlaufzeiten mancher Planeten und Monde in Verhiltnis kleiner ganzer Zahlen
stehen wie beispielsweise Jupiter und Saturn mit 2:5 oder die Jupitermonde Io, Ganymed und Europa mit 1:2:4.
Derartige Bahnresonanzen stabilisieren die Bahnen der Himmelskorper langfristig gegen kleinere Storungen. Erst
1964 wurde entdeckt, dass auch hinreichend irrationale Verhiltnisse, wie sie beispielsweise im Fall 1 : @ vorliegen
wiirden, stabilisierend wirken konnen. Derartige Bahnen werden KAM-Bahnen (siehe
Kolmogorow-Arnold-Moser-Theorem) genannt, wobei die drei Buchstaben fiir die Namen der Entdecker Andrei

Kolmogorow, V. I. Arnold und Jiirgen Moser stehen. 3815371

Kristallstrukturen

Der Goldene Schnitt tritt auch bei den Quasikristallen der Festkorperphysik in Erscheinung, die 1984 von Dan
Shechtman und seinen Kollegen entdeckt wurden.[*”) Dabei handelt es sich um Strukturen mit fiinfzéhliger
Symmetrie, aus denen sich aber, wie bereits Kepler erkannte, keine streng periodischen Kristallgitter aufbauen
lassen, wie dies bei Kristallen iiblich ist. Entsprechend groB war die Uberraschung, als man bei
Rontgenstrukturanalysen Beugungsbilder mit fiinfzéhliger Symmetrie fand. Diese Quasikristalle bestehen strukturell
aus zwei verschiedenen rhomboedrischen Grundbausteinen, mit denen man den Raum zwar liickenlos, jedoch ohne
globale Periodizitdt fiillen kann (Penrose-Parkettierung). Beide Rhomboeder setzten sich aus den gleichen
rautenformigen Seitenflichen zusammen, die jedoch unterschiedlich orientiert sind. Die Form dieser Rauten ldsst
sich nun dadurch definieren, dass ihre Diagonalen im Verhéltnis des Goldenen Schnittes stehen.[41] Fiir die

Entdeckung von Quasikristallen wurde Schechtman 2011 der Nobelpreis fiir Chemie verliehen.[**!
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Anwendungen des Goldenen Schnitts

Papier- und Bildformate

Im Buchdruck wurde frither gelegentlich die Nutzfldche einer Seite, der so genannte Satzspiegel, so positioniert, dass
das Verhiltnis von Bundsteg zu Kopfsteg zu AuBensteg zu Fuflsteg sich wie 2:3:5:8 verhielt. Diese Wahl von

Fibonacci-Zahlen approximiert den Goldenen Schnitt.

Vergleich mit anderen prominenten Seitenverhiltnissen

Auch fiir den mathematischen Laien erkennbar wird die besondere Herausgehobenheit des Goldenen Schnitts: Die
folgende Abbildung zeigt im Vergleich verschiedene Rechtecke mit prominenten Seitenverhéltnissen in der
Umgebung von ®=1,618... . Angegeben ist jeweils das Verhiltnis von Hohe zu Breite und der entsprechende
Zahlenfaktor:

e 4:3 — Traditionelles Fernsehformat und Ballenformat fiir Packpapier. Auch bei dlteren Computermonitoren
verwendet (z. B.: 1024 x 768 Pixel). Dieses Format geht zuriick auf Thomas Alva Edison, der 1889 das Format
des klassischen Filmbildes (35-mm-Film) auf 24 x 18 mm festlegte.

« 2:1—Das Seitenverhiltnis beim DIN-A4-Blatt und verwandten DIN- / EN- / ISO-MaBen. Bei einer Halbierung
durch einen Schnitt, der die lingeren Seiten des Rechtecks halbiert, entstehen wiederum Rechtecke mit demselben
Seitenverhiltnis.

¢ 3:2— Seitenverhiltnis beim Kleinbildfilm (36 mm x 24 mm).

e & : 1 - Seitenverhiltnis im Goldenen Schnitt. Entspricht dem historischen Buchformat Oktav. Im Bild
approximiert mit 144 Pixel x 89 Pixel (theoretischer Fehler nur 5 - 10_5). Die beiden benachbarten Rechtecke 3:2
und 5:3 haben Seitenverhiltnisse von aufeinander folgenden Fibonacci-Zahlen und approximieren daher ebenfalls
den Goldenen Schnitt vergleichsweise gut.

* 5: 3 — Findet neben dem noch breiteren 1 : 1,85 als Kinofilmformat Verwendung.

¢ 16 :9 — Breitbildfernsehen.

e 16: 10 — Manche Computerbildschirme. Diese passen fast zum Goldenen Schnitt (1 : 1,6)

Architektur

Frithe Hinweise auf eine — vermutlich unbewusste — Verwendung des Goldenen Schnittes stammen aus der
Architektur. Die Schriften des griechischen Geschichtsschreibers Herodot zur Cheops-Pyramide werden gelegentlich

dahingehend ausgelegt, dass die Hohe der Seitenfliche zur Hilfte der Basiskante im Verhiltnis des Goldenen

Schnittes stinde.**! Die entsprechende Textstelle ist allerdings interpretierbar. Andererseits wird auch die These

vertreten, dass das Verhiltnis 2 - 4 fiir Pyramidenhohe zu Basiskante die tatsdchlichen Malle noch besser
widerspiegele. Der Unterschied zwischen beiden vertretenen Thesen betrdgt zwar lediglich 3,0 %, ein absoluter

Beweis zugunsten der einen oder anderen These ist demzufolge damit aber nicht verbunden.

Viele Werke der griechischen Antike werden als Beispiele fiir die Verwendung des Goldenen Schnittes angesehen

wie beispielsweise die Vorderfront des 447—432 v. Chr. unter Perikles erbauten Parthenon-Tempels auf der Athener
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Akropolis.[44] Da zu diesen Werken keine Plidne iiberliefert sind, ist nicht bekannt, ob diese Proportionen bewusst
oder intuitiv gewéhlt wurden. Auch in spéteren Epochen sind mogliche Beispiele fiir den Goldenen Schnitt, wie etwa
der Dom von Florenz[45], Notre Dame in Paris oder die Torhalle in Lorsch (770 n. Chr.)[46] zu finden. Auch in
diesen Fillen ist die bewusste Anwendung des Goldenen Schnittes an Hand der historischen Quellen nicht
nachweisbar.

Es gibt demzufolge keinen empirisch gesicherten Nachweis fiir eine signifikant grolere Haufigkeit des Goldenen
Schnittes in diesen Epochen im Vergleich zu anderen Teilungsverhéltnissen. Ebenso fehlen historische Belege fiir

eine absichtliche Verwendung des Goldenen Schnittes.

Als ein Beispiel fiir eine Umsetzung des Goldenen Schnittes wird
immer wieder das Alte Rathaus in Leipzig, ein Renaissancebau aus den
Jahren 1556/57, herangezogen.[47] Der aus der Mittelachse geriickte
Rathausturm wird, so wird behauptet, als architektonische
Avantgardeleistung der damaligen Zeit angesehen und er stiinde mit
dem dadurch  verursachten  Aufruhr fiir das  stddtische
Selbstbewusstsein der Stadt. Gleichwohl gibt es bei genauer
historischer Quellenforschung keinen Beleg dafiir. Insbesondere gibt es

keinen Beleg dafiir, dass Hieronymus Lotter als der damalige Altes Rathaus, Leipzig
Baumeister, den Goldenen Schnitt bewusst als Konstruktionsprinzip

verwendet hat: Alle origindren Quellen verweisen lediglich auf einen gotischen Vorgingerbau, auf dessen
Grundmauern Lotter das Rathaus errichtet hat. Dass der Goldene Schnitt hier eine Rolle gespielt habe, ist

quellenhistorisch nicht belegbar.

Die erste — quellenhistorisch gesicherte — Verwendung des Goldenen Schnittes in der Architektur stammt aus dem
20. Jahrhundert: Der Architekt und Maler Le Corbusier (1887—1965) entwickelte ab 1940 ein einheitliches
MafBsystem basierend auf den menschlichen MaBen und dem Goldenen Schnitt. Er veroffentlichte dieses 1949 in
seiner Schrift Der Modulor, die zu den bedeutendsten Schriften der Architekturgeschichte und -theorie gezihlt wird.
Bereits 1934 wurde ihm fiir die Anwendung mathematischer Ordnungsprinzipien von der Universitdt Ziirich der

[

Titel doctor honoris causa der mathematischen Wissenschaften verliehen.*! Fiir eine frithere Verwendung dieses

Systems ist dieses jedoch aus den aufgezeigten Griinden kein Beleg.

Bildende Kunst

Bildkomposition

Inwieweit die Verwendung des Goldenen Schnittes in der Kunst zu besonders dsthetischen Ergebnissen fiihrt, ist
letztlich eine Frage der jeweils herrschenden Kunstauffassung. Fiir die generelle These, dass diese Proportion als
besonders ansprechend und harmonisch empfunden wird, gibt es keine gesicherten Belege. Viele Kiinstler setzten
den Goldenen Schnitt bewusst ein, bei vielen Werken wurden Kunsthistoriker erst im Nachhinein fiindig. Diese
Befunde sind jedoch angesichts der Fiille von moglichen Strukturen, wie man sie beispielsweise in einem reich

strukturierten Gemaélde finden kann, oft umstritten.[49]

So werden zahlreichen Skulpturen griechischer Bildhauer, wie der Apollo von Belvedere, der Leochares (um 325
v. Chr.) zugeschrieben wird, oder Werke von Phidias (5. Jahrhundert v. Chr.) als Beispiele fiir die Verwendung des
Goldenen Schnittes angesehen. Auf letzteren bezieht sich auch die heute oft iibliche Bezeichnung &fiir den
Goldenen Schnitt, die von dem amerikanischen Mathematiker Mark Barr eingefiihrt wurde. Die ebenfalls

gelegentlich verwendete Bezeichnung 7 bezieht sich dagegen auf das griechische Wort zous] fiir ,,Schnitt“.[SO]

Der Goldene Schnitt wird auch in vielen Geméilden der Renaissance vermutet, wie bei Raffael, Leonardo da Vinci
und Albrecht Diirer, zum Beispiel bei da Vincis Das Abendmahl[sﬂ von 1495, bei Diirers Selbstbildnis von 1500 und
seinem Kupferstich Melencolia I von 1514.5%
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Auch in der Fotografie wird der Goldene Schnitt zur Bildgestaltung eingesetzt. Als Faustformel verwendet man hier
: : [531[54]
die Drittel-Regel.

Zeitgenossische bildende Kunst

In der zeitgendssischen bildenden Kunst wird der Goldene Schnitt nicht nur als Gestaltungsmerkmal verwendet,
sondern ist in manchen Arbeiten selbst Thema oder zentraler Bildinhalt. Der Kiinstler Jo Niemeyer verwendet den
Goldenen Schnitt als grundlegendes Gestaltungsprinzip in seinen Werken, die der konkreten Kunst zugeordnet
Werden.[SS] Die Kiinstlerin Martina Schettina thematisiert den Goldenen Schnitt in ihren Arbeiten zum Fiinfeck, bei
welchem die Diagonalen einander im Goldenen Schnitt teilen.’®! Auch visualisiert sie Konstruktionsmethode und

Formeln zum Goldenen Schnitt.[sﬂ

Akustik und Musik

Intervalle

In der Musik werden Tone als konsonant empfunden, wenn das Verhiltnis ihrer Schwingungsfrequenzen ein Bruch
aus kleinen ganzen Zahlen ist. Dass eine Anndherung dieses Verhéltnisses zum Goldenen Schnitt hin nicht unbedingt
zu einem wohlklingenden Intervall fiihrt, ldsst sich daran erkennen, dass unter den Tonintervallen, deren
Schwingungsverhiltnis aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen entspricht, hochstens die Quinte mit einem
Schwingungsverhiltnis von 3:2 herausragt. Die grole Terz mit einem Schwingungsverhiltnis von 5:4 wird schon als
harmonischer empfunden als die grofe Sexte mit 5:3 und die kleine Sexte mit 8:5. Da ein Tonintervall im Goldenen
Schnitt nur etwa 19 Cent groBer ist als eine kleine Sexte, ist es fiir ein wenig geschultes Ohr nur schwer von dieser zu

unterscheiden (Audiobeispiel).[58]

Komposition

Der Goldene Schnitt wird gelegentlich auch in Strukturkonzepten von Musikstiicken vermutet. So hat der ungarische
Musikwissenschaftler Erno Lendvai versucht, den Goldenen Schnitt als wesentliches Gestaltungsprinzip der Werke
Béla Bartks nachzuweisen. Seiner Ansicht nach hat Bartok den Aufbau seiner Kompositionen so gestaltet, dass die
Anzahl der Takte in einzelnen Formabschnitten Verhiltnisse bilden, die den Goldenen Schnitt approximieren

wiirden. Allerdings sind seine Berechnungen umstritten.>”!

In der Musik nach 1945 finden sich Beispiele fiir die bewusste Proportionierung nach den Zahlen der
Fibonacci-Reihe, etwa im Klavierstiick IX von Karlheinz Stockhausen oder in der Spektralmusik von Gérard

Grisey.[ﬁo]

Instrumentenbau
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Der Goldene Schnitt wird gelegentlich im Musikinstrumentenbau
verwendet. Insbesondere beim Geigenbau soll er fiir besonders
klangschone Instrumente biirgen. So wird auch behauptet, dass der
berithmte Geigenbauer Stradivari den Goldenen Schnitt verwendete,
um die klanglich optimale Position der F-Locher fiir seine Violinen zu
berechnen. Diese Behauptungen basieren jedoch lediglich auf
nachtriaglichen numerischen Analysen von Stradivaris Instrumenten.
Ein Nachweis, dass Stradivari bewusst den Goldenen Schnitt zur
Bestimmung ihrer Proportionen angewandt habe, existiert jedoch

nicht.[11%%!

Informatik Goldener Schnitt von Martina Schettina (2009)

In der Informatik speichert man Daten in Hashtabellen, um darauf

schnell zuzugreifen. Die Position h(k), an der ein Datensatz k in der Tabelle gespeichert wird, berechnet man

durch eine Hashfunktion p, . Fiir einen effizienten Zugriff miissen die Datensitze moglichst gleichmifig verteilt in
die Tabelle geschrieben werden. Eine Variante fiir die Hashfunktion ist die multiplikative Methode, bei der die

Hashwerte fiir eine Tabelle der Grofie 7 nach der folgenden Formel berechnet werden:
h(k) = |m(kA — |kA])] -
Dabei stellen |_ . J GauBklammern dar, die den Klammerinhalt auf die nichste ganze Zahl abrunden. Der

angesehene Informatiker Donald Ervin Knuth schligt fiir die frei wéhlbare Konstante 4 = 1 / ®vor, um eine gute
Verteilung der Datensitze zu erhalten.[®!
Eine weitere Verbindung zwischen der Informationstheorie und dem Goldenen Schnitt wurde durch Helmar Frank
mit der Definition der Auffélligkeit hergestellt. Er konnte zeigen, dass der mathematische Wert des Maximums der

Auffilligkeit sehr nah an das Verhiltnis des Goldenen Schnitts herankommt. (641
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If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that
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7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation
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Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders,
but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any
Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclai In case of a di between the translation and the original version of
this License or a notice or disclaimer, the original version will prev.
If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements”, "Dedications”, or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for under this License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate
your rights under this License. However, parties who have received copies, or rights, from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new
problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms
conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version
ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after the title page:
Copyright (c) YEAR YOUR NAME.
Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document

under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2

or any later version published by the Free Software Foundation;

with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
A copy of the license is included in the section entitled

"GNU Free Documentation License".
If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with...Texts." line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.
If your document contains nontrivial examples of program code, we d releasing these in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free
software.
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1. Die Grundlagen

Im zweiten Buch der Elemente des griechischen Mathematikers EUKLID (365 - 300 v.Chr.)
liest man als 11. Satz* die folgende Aufgabe:

Eine gegebene Strecke so zu teilen, daf? das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem einen
Abschnitt dem Quadrat Uber dem anderen Abschnitt gleich ist.

Die Elemente bilden das dteste mathematische Werk, in dem der goldene Schnitt - in der
Form dieser Aufgabe - behandelt wird.

Heute definiert man den goldenen Schnitt Ublicherweise folgendermalien:

Definition:  Sei AB eine Strecke. Ein Punkt Svon AB teilt AB im goldenen Schnitt, falls
sich die grofRere Teilstrecke zur kleineren verhdt wie die Gesamtstrecke zum
grofieren Teil.

— [ W)

S
L

M 1 m
T

Die Lange der Strecke AS wird mit M bezeichnet und M ajor genannt. Entsprechend heifit die
kirzere Strecke m der Minor.
»Maior* und ,,Minor* sind die lateinischen Worte fur ,,groRer* und ,, kleiner”.

Mit diesen Bezeichnungen kdnnen wir den goldenen Schnitt wie folgt beschreiben:

Sei AB eine Strecke der Lange a. Ein Punkt Svon AB teilt diese Strecke im goldenen
Schnitt, fals gilt:

a M
M m
also genau dann, wenn am = M?

gilt.
An dieser |letzten Beschreibung wird deutlich, dal? die eingangs zitierte Aufgabe von EUKLID
tatsachlich nichts anderes a's die Konstruktion des goldenen Schnitts bedeutet.

Wir kénnen diese Formulierung auch dazu verwenden, den goldenen Schnitt ,, auszurechnen®.

Es gilt ndmlich der folgende wichtige

L Wir zitieren nach der Ausgabe: EUKLID: Die Elemente. Buch | - X111. Nach Heibergs Text aus dem
Griechischen Ubersetzt und herausgegeben von CLEMENS THAER. Darmstadt 1991.




Satz: Genau dann teilt ein Punkt S die Strecke ABim goldenen Schnitt, wenn

+
Mo_1 V5 gilt.
m 2
Bewss: Essei adie Lange der Strecke AB. Dann gilt a= M + m. Aus der Definition

des goldenen Schnittes ergibt sich weiter:
Steilt ABim goldenen Schnitt

U am=M? [Definition des goldenen Schnitts]
U (M + m)ym = M? [Einsetzen von a=M + m]

U M/m + 1 = (M/m)? [Division durch m?]

U (M/m)*>-M/m-1=0

Diese quadratische Gleichung in der Unbekannten M/m hat die beiden Ldsungen:

M/m = 112\/5

DaM und m positiv sind, muf3 auch M/m positiv sein, so dal3 als L ésung nur

_1+45
2

M/m =

in Frage kommt. Dies war die Behauptung. QED.

1+/5

Bemerkung: Die Konstante M/m = Y wird in der Literatur hdufig mit t bezeichnet,

1+./5

aso: t :=M/m="—"—-.
2

Wir wollen verabreden, den Ausdruck ,, goldener Schnitt* grof3ziigig zu handhaben. Er kann in
dreifacher Weise gebraucht werden:

als Bezeichnung fur den Vorgang der Teilung
als Bezeichnung fur den Teilpunkt S
als Bezeichnung fir die Zahl t selber.

Der Zahlenwert fiir den goldenen Schnitt t betrégt ungefahr®: t » 1,618.

Als Beleg daflr, dal? der goldene Schnitt haufig in der Architektur Verwendung gefunden hat,
fuhren wir die folgenden beiden Beispiele aus der Zeit der Renaissance an:

Das erste Bild zeigt das alte Rathaus von L eipzig, in welchem sich tbrigens auch der durch
GOETHES Faust beriihmte ,, Auerbachsche Keller” befindet.

2 Fiir Zahlenenthusiasten sei dieser Wert etwas genauer angegeben:
t =(1+ J5 )/2 = 1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862135...

2



Das zweite Bild stellt den Palazzo Vecchio von Florenz dar.

In beiden Falen teilt der Turm die Vorderfront des Gebaudes im goldenen Schnitt, wie man
leicht nachmessen kann.

o
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" i




Bild 2

2. Die Eigenschaften der goldenen Schnittzahl t

Der goldene Schnitt t erfiillt die Bedingungen des folgenden Hilfssatzes:

Hilfssatzz (i) Esgilt: t°=t +1
und fir jede positive redle Zahl mit x*> = x + 1 ist umgekehrt x = t.

(ii)ut:t-lz*/_ST'l

(i)t + Ut = 5

Beweis: (1) ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Kapitel 1.

(i) Multiplizieren wir die Gleichung (i) mit 1/t, so ergibt sich:
1+/5 1= J5-1
2 T 2

t=1+ 1t unddamit 1/t =t -1=



(i)t + Ut =

1+2£ + ﬁz' 1 _ /5. ED.

Bemerkung: Eine wichtige Konsequenz aus diesem Hilfssatz ist die bemerkenswerte
Tatsache, dal3 ale positiven wie negativen Potenzen vont sich dslineare
Ausdriickeint, also in der Form at + b mit ganzzahligen aund b, schreiben
lassen.

An spéterer Stelle werden wir hierauf noch genauer eingehen.

An dieser Stelle soll folgendes Beispiel gentigen:

t3+t'2:t>‘t2+%>‘% St(t+1) + (t-1)°=2t%-t +1

=2(t+1)-t+1=t +3.

Wir fassen alle wichtigen Eigenschaften des goldenen Schnittes in folgendem Satz zusammen:

Satz: Eine Strecke AB habe die Lange a, und S sei ein Punkt dieser Strecke. Wenn wir mit M
die Lange von AS und mit m die von SB bezeichnen, dann sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

(1) Steilt AB im goldenen Schnitt.
(2 M/m=t.

(3) (M/Im)*=M/m+1

(4) alM =t

(5)am=t +1

Beweis: Die Gleichwertigkeit von (1) und (2) ist die Aussage des Satzes von Kapitel 1.

Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt direkt aus dem Teil (i) unseres Hilfssatzes:
FallsM/m =t ist, dann gilt nach (i): (M/m)*=t*=t + 1=M/m + 1.

Falls umgekehrt (M/m)® = M/m + 1 gilt, so hat man mit x: = M/m die Gleichung
x* = x + 1 und damit nach Hilfssatz (i) x =t = M/m.

(1) U (4): Nach Definition ist (1) genau dann wahr, wenn am = M? gilt.
Wegen a=M + m erhalten wir:

am=M?
U ala- M) = M? [Einsetzen von m = a- M]
U & =M?+aM
U (aM)’=aM +1 [Division durch M?]
U aM =t [Nach Hilfssatz (i)]
(1) U (5): M? =am
U (a- m)>=am [Einsetzen von M = a- m]




u &-Mmo - 28 _ 2 M | 4 pivison durch m?
m 9 m m
U am_y [Hilfssatz (i)]
m
U am=23M4 1 -t41 QED.
m

3. Die Konstruktion des goldenen Schnittes

Der goldene Schnitt 1&/3% sich mit Zirkel und Lineal leicht konstruieren, wie man der folgenden
Figur entnimmit:

Essei ABeine Strecke der Lange a. In B errichte man die Senkrechte BC der Lénge a/2,
aso |BC|=a2und BC * AB.

Der Kreis um C mit Radius |CB| schneidet AC in einem Punkt D.

Der Kreisum A mit Radius JAD| schneidet schliellich ABim goldenen Schnittpunkt S.

Dal’ diese Konstruktion tatséchlich den goldenen Schnitt liefert, sieht man schnell ein:

Nach dem Satz des Pythagoras ist

|AC| = aﬁ.

2
Auf Grund der Konstruktion gilt |CD| = [CB| = g 50 dal wir haben:

J5-1
|AS|:|AD|=|AC|-|CD|:aﬁ _a. M -a
2 2 2 t
AB|
A

Es gibt mehrere Methoden, mit Zirkel und Lineal den goldenen Schnitt zu konstruieren.



Wir wollen hier nur noch eine Konstruktion erwéhnen, die interessanterweise EUKLID noch
nicht kannte, sondern erst 1982 von GEORGE ODOM angegeben wurde:

Das Dreieck DXYZ sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlange 2a.

A und S seien die Mittel punkte der Seiten XZ und YZ.
Die Mittelparallele SA moge den Umkreisin den Punkten C und B schneiden.

Dann gilt: Steilt ABim goldenen Schnitt.

Beweis. Nach Konstruktionist |Y S| = |SZ| = a. Aus dem 2. Strahlensatz ergibt sich dann:

|AS =a
Mit b sei die Lange der Strecke SB bezeichnet. Dann ist aus Symmetriegriinden auch
|AC| = b.

Wir betrachten nun die beiden Sehnen YZ und BC, die sichin S schneiden.
Nach dem Sehnensatz ergibt sich

a = |SY|*|Sz| = |SB| *|SC| = b(a+ b)
b (@b)?=ab+1 [Division durch b?]

p ab=t [Satz aus Kapitel 2] QED.

4. Der goldene Zirkel

Es gibt mechanische Instrumente, mit deren Hilfe man den goldenen Schnitt einer Strecke
bestimmen kann. Auf diese Weise |&% sich natirlich auch nachpriifen, ob ein vorgefundener
Punkt eine gegebene Strecke tatséchlich im goldenen Schnitt teilt.

Goldene Zirkel fanden beispielsweise im Schreinerhandwerk in Altertum und Mittelalter haufig
Verwendung.

Das einfachste Modell ist sicherlich der sog. Reduktionszirkel, der aus zwei gleichlangen
Stéaben besteht, die in dem Punkt, der beide Stabe im goldenen Schnitt teilt, beweglich
aneinander befestigt sind.

Einen antiken Vorlaufer dieses Zirkels hat man bel Ausgrabungen in Pompeji gefunden.




55,
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Nach dem 2. Srahlensatz stellt sich auf der einen Zirkelseite ein Major und auf der anderen der
zugehorige Minor ein.
Die folgenden vier Modelle entstammen einem 1919 erschienen Buch?® (iber unser Thema.

T
Pig & Chslaadies Firksl= (Paleal D Giosringer)

Eﬂ.‘ 3“%‘% Fig & Choddemar: Bt Shmel mit desd Spiaea.

Goldene-Schnlit-Firkel.

Interessant ist der Zirkel oben rechts, den wir durch eine Zeichnung schematisieren wollen:

% R. ENGELHARDT: Der Goldene Schnitt im Buchgewerbe. Leipzig 1919.



Dieser Zirke ist so konstruiert, dafd

(i) die Punkte P und Q die gleichlangen Schenkel AS und SB im goldenen Schnitt teilen, und
(i) |PT| = |PA| sowie |QT| = |QB] gilt.

Zur Abkiirzung setzen wir afir die Lange der Schenkel AS bzw. SB. Dann ist
ISP| = |QB| = [TQ| und [SQ| = [PA| = |PT|.

Insbesondere ist aso SPTQ ein Parallelogramm. Sel a der Winkel bei S, dann hat auch der
Winkel bei T die GréRe a. Da die Winkelsumme in jedem Viereck 360° betragt’, ergibt sich
die Grofie des Winkels b im Parallelogramm bel Pund Q alsb = (360° - 2a)/2 = 180° - a .
Der Winkdl APT hat als Nebenwinkel des Winkelsb die Grofe 180° - b =a .

Analog gilt: Winkel TQB =a . Daferner |JAP| = |PT| und [TQ| = |QB|, sind die beiden
gleichschenkligen Dreiecke DAPT und DTQB &hnlich.

Bezeichne g die Grof3e des Basiswinkels eines dieser beiden Dreiecke, dann gilt

g+g+a = 180°, dadie Winkelsumme in jedem ebenen Dreieck 180° betragt.

Hieraus folgt: Die Summe der drei Winkel ATP, PTQ und QTB ist gleich 180°.

Erst aus dieser Erkenntnis ergibt sich, dal3 die drel Punkte A, T, B wirklich auf einer Geraden
liegen.

Hieraus ergibt sich wegen |JAP| = JAS/(t + 1) = a/(t + 1) = alt?

[Kapitel 2, Satz (5) und Hilfssatz (i)] und |QB| = |[SB|/t = alt [Kapitel 2, Satz (4)]

die Behauptung [TB|/|JAT| = |QBJ/JAP| =t [Ahnlichkeit der Dreiecke]. QED.

Dieser Zirkel zeigt also wirklich Maor und Minor an.

* Jedes Viereck 18Rt sich jain zwei Dreiecke zerlegen, deren Winkelsumme jeweils 180° betragt.



5. Dasregulére Finfeck und der goldene Schnitt
Besonders eindruckvoll tritt der goldene Schnitt bei regul&ren Fiinfecken in Erscheinung.

EukLID fuhrt in seinen Elementen den goldenen Schnitt vor allem aus dem Grund ein, um mit
seiner Hilfe, das reguléare Funfeck mit Zirkel und Lineal konstruieren zu kénnen.

Es gilt historisch als gesichert, dal3 den Pythagoréern im 5. vorchristlichen Jahrhundert der
goldene Schnitt bereits bekannt war.

So schreibt der antike Historiker IAMBLICHOS VON CHALKIS (ca. 285 - 330), der Pythagoraer
HIPPASOS VON METAPONT - er lebte um 450 v.Chr. und soll ein unmittelbarer Schiler des
Pythagoras gewesen sein - habe am reguléren Funfeck, dem Ordenszei chen der Pythagoréer,
den goldenen Schnitt entdeckt. Ferner sai ihm die Inkommensurabilitét, d.h. die Irrationalitét,
von Seite und Diagonale am reguléren Flinfeck klargeworden.

Diese Entdeckung habe er 6ffentlich bekanntgemacht, wofir er von den Gottern bestraft
wurde und bei einem Schiffsungliick im offenen Meer ertrank.”

Interessant ist hieran, dal3 die Griechen die Irrationalitat offensichtlich nicht an der Diagonale
eines Quadrats entdeckt haben, wie man vermuten sollte, sondern an der Diagonale einer
komplizierteren Figur, eben des reguldren Funfecks.

Bevor wir zum eigentlichen Satz dieses Paragraphen kommen, sind einige kleine
V oriuberlegungen und Begriffskldrungen notwendig.

Definition:  Ein konvexes n-Eck heif¥ reguldr, falls ale seine Seiten die gleiche Lange
haben und alle Innenwinkel gleich grol3 sind. Man nennt hierbel ein n-Eck
konvex, wenn es die Eigenschaft hat, dal3 die Verbindungsstrecke zweier
beliebiger Punkte im Innern der Figur selber ganz im Innern liegt.

Beigpid: Ein konvexes Viereck ist genau dann regulér, wenn es ein Quadrat ist.
Entsprechend ist ein Dreieck (esist trivialerweise immer konvex) genau im Falle
der Gleichseitigkeit regulér.

Py
. m .
Ps Ps

reguléres Flnfeck

®Vgl. IamBLICHOS: Pythagoras. Legende, Lehre, Lebensgestaltung. Artemis Verlag. Zirich/Stuttgart 1963.
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Hilfssatz: Sei F = P,P,P;P,Ps ein reguléres Funfeck. Dann gilt:
(i) Die Grof3e eines jeden Innenwinkels betragt 108°.
(i) Alle Diagonalen haben dieselbe Lange.
(iii) Jede Seite ist parallel zu der ihr ,, gegentiberliegenden” Diagonalen.

Bewelis: (i) Jedes beliebige n-Eck 183 sich in n - 2 Dreiecke zerlegen, so dal3 seine
Winkelsumme (n - 2) *180° betragt. Ein Funfeck hat demzufolge eine
Winkelsumme von 540°. Da F regulér ist, hat jeder Innenwinkel die gleiche
Grof3e, also 540°/5 = 108°.

(if) Aus Symmetriegriinden ergibt sich sofort, dal3 zwei Diagonalen, die eine
Ecke von F gemeinsam haben, gleich lang sind. Der Rest folgt durch Induktion:
Wegen jewells einer gemeinsamen Ecke gelten die Gleichungen:

|P1P3| = |P1P4| und |P4P1| = |P4P2| und |P2P4| = |P2P5| und |P5P2| = |P5P3|

und |PsPs| = |PsPy|. Da der Abstand zweier Punkte A und B stets symmetrisch
ist, d.h. |JAB| = [BA| immer gilt, folgt die Langengleichheit aler Diagonalen.

(iii) O.B.d.A.° reicht es, die Behauptung firr eine Seite, sagen wir fir P:Pz, zu

zeigen.

P

P2 P5

P3 P4
Das Lot hvon P, auf P:P2 ist eine Symmetrieachse von F. Daher stehen

sowohl PiP. asauch PsPs senkrecht auf h und sind daher parallel. QED.

Jetzt kbnnen wir den folgenden wichtigen Satz beweisen, der fir die alten Griechen offenbar
den Ausgangspunkt ihrer Beschéftigung mit dem goldenen Schnitt gebildet hat.

Satz: Sel F = P,P,PsP4Ps en reguléares Funfeck. Dann gilt:

() Je zwel Diagonalen, die sich nicht in einer Ecke von F schneiden, teilen einander im
goldenen Schnitt.

(i) Das Verhdtnis der Lange einer Diagonalen zur Lange der Seiteist t .

® Diese Abkiirzung, die man in der Mathematik haufig verwendet, bedeutet: ,, ohne Beschrankung der
Allgemeinheit” . Man hat sich bei ihrem Gebrauch stets zu Uberlegen, warum man die Allgemeingultigkeit bei
Betrachtung des jeweils gewdhlten speziellen Falles nicht verletzt. Warum kann man sich hier beim Beweis auf

die spezielle Seite P1P2 als pars pro toto beschranken ?
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Bewaeis;

(i) Wir betrachten den Schnittpunkt Q der Diagonalen P:Ps und P2Ps.
DagemaR Hilfssatz (iii) P.P. und PsPs parallel sind, ergibt sich mit Hilfe des
2. Strahlensatzes:

|QP3|/|QP:| = |PsPs|/|P1P4.

Aus der Regularitdt des Flinfecks ergibt sich weiter |P,P;| = |P4Ps|
und gemald Hilfssatz (i) ist |PsPs| = |P1Ps|, so dal3 wir erhalten

|QP3|/|QP:| = |P1Ps|/|P4Ps|.

Wir haben also nur noch zu zeigen: |P4Ps| = |QPs|. Hierzu weisen wir nach, dal3
das Viereck QPsP,Ps ein Parallelogramm ist.

GemaR Hilfssatz (iii) gilt aber PsPs || P.Psund daher auch PsPs || QPs .
Analog folgt aus PsP4 || P2Ps auch PsPs || QPs.

Das Viereck QP;P,Ps ist also tatsachlich ein Parallelogramm, so dal3
insbesondere |P4Ps| = |QPs| gilt und wir erhalten

|QPsl/|QPy| = |P1Ps|/|P4Ps| = |P.Ps|/|QP5,
also die Verhdtnisgleichung, die den goldenen Schnitt definiert.
(i) Gemal3 (i) ist |P.Ps|/|QPs| =t
und nach dem soeben Bewiesenen gilt |QP;| = |P4Ps|, so dal3 insgesamt

|P1P3|/|P4P5| =t fol gt
QED.

Es erhebt sich nun die naheliegende Frage, wie man eigentlich ein reguléres Funfeck mit Zirkel
und Lineal konstruiert, sofern es denn tberhaupt moéglich ist.

EUKLID beschéftigt sich im vierten Buch (Aufgabe 11) seiner Elemente mit diesem Thema. Er
zeigt, dal? dieses Problem |6sbar ist und gibt eine derartige Konstruktion an.

Als entscheidend erweist sich hierbei die Erkenntnis, dal3 man zundchst ein goldenes Dreieck
zu konstruieren hat. Wir wollen im nachsten Kapitel hierauf kurz eingehen.
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6. Das goldene Dreieck und die Konstruktion regularer
Flnfecke

Definition:  Ein Dreieck heil3t golden, falls es gleichschenklig ist und sich die Lange eines
Schenkels zur Lange der Grundseite verhdt wiet : 1.

Ein goldenes Dreieck hat also die Seitenldngen a, ta, ta.

Ist die Seitenléange a = |AB| gegeben, dann 183 sich t aleicht folgendermalien konstruieren:

C S
\ A / B
Zunéchst wird der Punkt S, der die Strecke ABim goldenen Schnitt teilt, gemé&R Kapitel 3

konstruiert. Dann zeichnet man den Halbkreis um A mit Radius |AS|, der die Gerade durch A
und B im Punkt C schneiden mdge. Dann gilt die

Behauptung: |CB|=t|AB|=ta, d.h. A teilt BC im goldenen Schnitt.

Beweis: Da S die Strecke AB im goldenen Schnitt teilt, ergibt sich
|AC| = |]AS| = |ABJit.
Hieraus folgt
[BAJ/|AC| = IBAJ/(JABJ/t) =t
und damit die Behauptung gemal3 Kapitel 2, Satz (2). QED.

Goldene Dreiecke lassen sich also mit dieser Methode recht einfach mit Zirkel und Lineal
konstruieren: Zu einer gegebenen Strecke BC der Lange a konstruiert man, wie soeben
beschrieben, eine Strecke der Lange ta. Die Kreise mit diesem Radiustaum B und C
schneiden sich in den Punkten A und A’ , so dal3 sowohl DABC as auch DA'BC goldene
Dreiecke sind, deren Grundseite BC die Lange a hat.

13
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In jedem reguléren Funfeck finden sich nun stets fiinf kongruente goldene Dreiecke. Ist z.B.
F = P,P,PsP4Ps ein solches reguléres Fiinfeck, dann ist z.B. das Dreick DP;PsP, ein goldenes,
danach dem Satz (ii) des letzten Kapitels jede Diagonale von F dast -fache der Seitenlénge
von F ist.

Ein reguldres Finfeck mit der Seitenlénge a kann a so zusammengesetzt werden aus einem
goldenen Dreieck (z.B. DP,PsP;) und zwei jeweils gleichschenkligen Dreiecken mit den
Seitenl angen a, a, ta(Z.B. DP;PsP, und DP1P2P5).

Hat man also erst einmal das goldene Dreieck mit Basislénge a konstruiert, so ist der Rest
einfach: Die noch fehlenden Punkte P, und P; erhélt man, indem man um P; und Ps sowie um
P: und P, Kreise mit dem Radius a zeichnet. Deren Schnittpunkte sind die Eckpunkte P, und
Ps.

Daman aso ein goldenes Dreieck konstruieren kann, lassen sich auch die Innenwinkel dieses
Dreiecks mit Zirkel und Lineal konstruieren; sie betragen 36° und 72°. Diesist keinesfalls
selbstverstandlich, sondern eine Folgerung aus dem

Satz: Die Basiswinke eines goldenen Dreiecks haben die Grof3e 72°, wahrend der Winkel an
der Spitze die Grof3e 36° hat.
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Umgekehrt ist jedes Dreieck, dessen Winkel die Grofden 72°, 72°, 36° haben, ein
goldenes.

Beweis: Wir zeigen, dal3 die Basiswinkel b genau doppelt so grof3 sind wie der Winkel a an
der Spitze. Dann haben wir némlich 5a = 180° [Betrachte z.B. DP,PsP,],
folglicha =36° und b = 2a = 72°.

Hierzu denken wir uns das goldene Dreieck in ein reguléres Funfeck F = P,P,PsP4Ps
eingebettet. Aus Symmetriegriinden haben dann die folgenden funf Winkel den
glaChen Wert a: DP4P.Ps, B PsPP,4, D P1PsP3, B P.P,P;, B PsP;sPs.

Da nun die beiden Geraden P;P, und P;Ps parallel sind [Kapitel 5, Hilfssatz (iii)],

sind die Winkd B P,PsP; und B PsP; P, as Stufenwinkel gleich, d.h. esgilt auch

B PsP,P, = a. Analog zeigt man, dal? auch alle anderen Winkel an den funf Ecken
unseres reguldren Finfecks in der Figur den Wert a haben, so dal3 sofort b = 2a folgt.

Hat umgekehrt ein weiteres Dreieck die gleichen Innenwinkel wie ein goldenes, so ist
es zu diesem ahnlich, es gelten also die gleichen Seitenverhdltnisse, d.h. esist auch ein
goldenes.

QED.
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Anmerkung: Betrachtet man die finf Schnittpunkte der Diagonalen im regul&ren Finfeck, so
bilden diese wieder ein reguléres Flinfeck im Innern des Ausgangsf iinfecks.
Beide Funfecke stehen im Seitenverhaltnis des goldenen Schnittes.

Betrachtet man das innere Finfeck und die Schnittpunkte seiner Seiten, also die
Eckpunkte des @uf¥eren Ausgangsfiinfecks, dann erhédt man ein Ster nfiinfeck,
das sog. Pentagramm.

Man erhalt wiederum ein Pentagramm, das um den Faktor des goldenen
Schnittes vergrof3ert ist, wenn man die Seiten des Ausgangsfiinfecks verlangert,
bis sie sich schneiden, und so fort.

Man hat aso auf diese Weise eine unendliche Folge von um den Faktor t
wachsenden Pentagrammen.

Das Pentagramm diente den Pythagoréern - wie schon erwahnt - als Ordenszeichen ihrer
Bruderschaft und spielte daher bei ihnen eine wichtige Rolle. So ist es nicht verwunderlich,
wenn sie sich mit seinen Langenverhatnissen befaldt haben und auf diese Weise auf den
goldenen Schnitt und seine Konstruktion gestof3en sind.

Uber die geheimnisvollen Kréfte und Eigenschaften, die man dem Pentagramm seit den Zeiten
der Pythagoréer bisin die Neuzeit zuschrieb, berichtet beispiel sweise der grof3e Brockhaus von
1896 unter dem Stichwort Drudenful3:

Drudenfuf3, Trudenful?, Drudenkreuz, Alpful3, Alpkreuz, Maarfuf3, Pentagramm, in der Heraldik
Pentalpha, eine aus zwei ineinander verschrankten gleichschenkligen Dreiecken (ohne Basis)
gebildete fiinfeckige Figur. Die Figur ist zeichnerisch in eéinem Zuge ausfiihrbar. Der Ursprung
dieses  mystischen Zeichens verliert sich in das Altertum. Unter den geheimnisvollen Zahlen und Figuren
der Pythagoréer findet es sich as Zeichen der Gesundheit. Aus der Schule der Philosophen ging esin
das gewohnliche Leben Uber. Haufig erscheint das Pentagramm auf griechischen Minzen. Eine hohe
Bedeutung erhielt es auch bei den verschiedenen gnostischen Sekten [...]. Im Mittelalter wurde es bei
den Zauberformeln gebraucht und sollte eine Herrschaft Uber die Elementargeister ausiiben (vgl.
auch Goethes ,, Faust" |, Beschworungsszene). Haufig war es auch das Abzeichen geheimer Gesellschaften.
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Drudenfuf® wurde es genannt, weil man sich seiner gegen Hexen oder Druden’ bediente, und
noch gegenwartig [1894] gebraucht der Aberglaube dieses Zeichen, um die Hexen von den Viehstdllen,
Turschwellen, Wiegen, Betten usw. abzuhalten.

Aufgabe: Man Uberlege sich, warum die in der folgenden Abbildung angedeuteten drei
Konstruktionen wirklich ein regul&res Fiinfeck liefern.

SHPPO
ASZASZASZANY
SEPBD

A
Y
C
N

-
o

" Druden (Truden), im altdeutschen Volksglauben weibliche Nachtgeister, die die Schlafenden dngstigten,
Kinder und Haustiere schadigten und allerlei bosen Zauber trieben, gegen den der Drudenfuld oder auch der
Drudenstein, d.i. ein im Wasser rund geriebener Kalkstein mit seinem nattrlichen durchgehenden Loch, auch
ein Hufeisen, ein Besen vor oder das Kreuzzeichen tber der Tir als Schutzmittel dienten. [Brockhaus, 1896].
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7. Das goldene Rechteck und goldene Geometrie

Definition:  Ein Rechteck wird golden genannt, falls sich die Léngen seiner Seiten verhalten
wiet : 1.

A M B/ E
Die Konstruktion eines goldenen Rechtecks ist leicht folgendermal3en méglich:

Sei ABCD ein Quadrat. Der Kreis um den Mittelpunkt M von AB mit Radius [MC| schneidet
die Verlangerung der Strecke AB in einem Punkt E. Entsprechend schneidet der Kreis um den
Mittelpunkt N von DC die Verlangerung von DC auf der Seite von E in einem Punkt F.

| Behauptung: AEFD ist ein goldenes Rechteck.

Beweis: Wir haben zu zeigen: AEwird von B im goldenen Schnitt geteilt.
Essel a = |AB| die Seitenlange des Quadrats. Dann gilt:

IME| = |MC| = ag [Pythagoras].

+a_5 :a)<1+\/§

Alsoist |AE| = |AM| + ME| = ;

—a*t QED.

N o

Bemerkung: Aus der Konstruktion des goldenen Rechtecks AEFD ergibt sich bei
Betrachtung des kleineren Rechtecks BEFC sofort:
Dieses ,,abgespaltene” Rechteck hat die Seitenlangen aund ta - a, so dald sein
Seitenverhdltnis die Gréle a __ 1 . t [Kapitd 2, Hilfssatz (ii)] hat.
at-1) t-1
Das kleinere abgespaltene Rechteck BEFC ist also wiederum ein goldenes.

Wir haben somit die

Aussage: Jedes goldene Rechteck hat die Eigenschaft, dal3 nach Abspaltung eines
grofdmoglichen Quadrats wieder ein goldenes Rechteck Ubrigbleibt.

Es gilt dartiberhinaus die Umkehrung: Hat ein Rechteck diese Eigenschaft, bei Abspaltung
eines grofltmaoglichen Quadrats ein goldenes Rechteck Ubrigzulassen, so ist es selbst ein
goldenes.

Beweis: Ein derartiges Rechteck habe die Seitenléangen aund b mit a> b. Dann gilt:
Wenn x die Seite des abgespaltenen Quadrats bezeichne, hat man:
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x=b und 2
a- X a-

t

= t,worausfolgt: at =b+ bt =b(1+t), sodal}

(on

zlj:]_+
t

— | =
~

Kapite 2, Hilfssatz (ii)] gilt. QED.

olo

Wir haben aso insgesamt den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Ein Rechteck ist genau dann ein goldenes, wenn es die Eigenschaft hat, nach
Abspaltung eines groltmaglichen Quadrats ein dhnliches, also eines mit gleichem
Seitenverhdtnis, tbrigzulassen.

Man kann a so diese Eigenschaft als definier ende Eigenschaft eines goldenen Rechtecks
verwenden.

Das goldene Rechteck scheint unser asthetisches Empfinden sehr zu befriedigen, gilt es doch
gemeinhin a's besonders ,,schon”. Man findet es daher an vielen Bauwerken und Gema den.

Das DIN-A-Format hat jedoch - obwohl man es meinen kdnnte - mit dem goldenen Schnitt
nichts zu tun. Seine definierende Eigenschaft ist, bei Halbierung wieder ein DIN-A-Format

entstehen zu lassen, so dal? man hier die Verhdtnisgleichunga: b=Db: g hat, die mit & = 2b”

gleichbedeutend ist und a = b+/2 » 1,414 *b impliziert.

Wie man spétestens dann weil3, wenn man bei eéinem Computer-Schreib-Programm seine Seite
einrichtet, ist bei enem DIN-A4-Blatt b = 21 cm und damit a= 29,699 cm » 30 cm.

DIN A-Format

Goldenes Rechteck
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Recht interessant ist die folgende Aussage:

Satz 2: In ein gegebenes Quadrat ABCD |&3 sich ein goldenes Rechteck so einbeschreiben,

dai3 seine Ecken die Seiten des Quadrats im goldenen Schnitt teilen.

Bewaeis;

S P 55 %

(@] e

Wir teilen die Seiten des Quadrats ABCD durch die Punkte P, Q, R, Sjewells
im goldenen Schnitt. Nun miissen wir uns zundchst davon Uberzeugen, dal3
PQRS tatsachlich ein Rechteck ist. Dies folgt aber sofort aus der Umkehrung
des 1. Strahlensatzes. Da nach Konstruktion |AB|/|AP| = |ADJ/|AS| gilt, folgt
PS || BD . Analog folgt bei Betrachtung der von C ausgehenden Strahlen:

QR|| BD, insbesondere also PS || QR . Betrachtet man noch B und D als

Strahlenzentren, ergibt sich auf die gleiche Weise: PQ || SR . Somit ist PQRS
schon einmal als Parallelogramm erkannt.

Danun aber seine Seiten- eben wegen der Umkehrung des Strahlensatzes - auch
parallel zu den Diagonaen des Quadrats ABCD sind und diese bekanntlich aus

Symmetriegriinden senkrecht aufeinander stehen, mul3 das Parallelogramm
PQRS ein Rechteck sein.

Dal’ PQRS darUberhinaus auch noch golden ist, erkennt man aus der Tatsache,
dal3 z.B. die beiden Dreiecke DAPS und DBQP aufgrund gleicher Innenwinkel
ahnlich sind, denn hieraus ergibt sich LS| = 1AR = t nach Konstruktion
|PQ]  |BF
QED.

Wir kommen noch einmal auf das Abspalten von Quadraten - wie bei Satz 1 - zuriick.

Die Pythagoréer haben bekanntlich die Existenz des Irrationalen® in der Mathematik entdeckt,
und zwar, wie man vermutet, nicht am Verhdtnis der Quadratdiagonalen zur Seite, sondern
gerade am goldenen Schnitt®. Die Methode, die sie hierfiir wahrscheinlich benutzt haben,

8 DasWort ,,irrational“ in diesem Zusammenhang beruht auf einer schlechten Ubersetzung aus dem

Griechischen: al ogoz bedeutet eher: unaussprechbar. Die lateinische Ubersetzung inkommensurabel, also
unmefdbar, kommt dem schon wesentlich naher.

8Vgl. J. TROPFKE: Geschichte der Elementarmathematik. Band 1, Arithmetik und Algebra. 4. Aufl. Berlin.

1980. S. 132.
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beruht auf dem sog. euklidischen Algorithmus, der in den 881 und 2, Buch VII von EUKLIDS
Elementen beschrieben wird.

Wir wollen dieses Verfahren - in seinem geometrischen Gewand - kurz erlautern.
Mit Hilfe dieses Algorithmus |83t sich der gr 6f3te gemeinsame Teiler zweier natiirlicher
Zahlen aund b - wir schreiben ggT(a,b) - sehr schnell berechnen.

Zunéchst wird ermittelt, wie oft b in a enthalten ist, indem man a durch b dividiert und den
Rest, der kleiner alsb ist, ermittelt. Im zweiten Schritt wird b durch diesen Rest dividiert und
der neue Rest ermittelt. In jedem weiteren Schritt wird der alte Rest durch den neuen Rest
dividiert. Dieses Verfahren wird solange fortgefiihrt, bis die Division ,aufgeht”, d.h. biskein
Rest mehr Ubrigbleibt. Der letzte von Null verschiedene Rest ist dann der gréfdte gemeinsame
Teller von aund b.

Wir nehmen uns ein Beispiel vor: Sei a=42 und b = 15.

Dann liefert der euklidische Algorithmus:
42:15=2Rest 12

15:12=1Rest 3

12: 3 =4 Rest 0.

Esist also ggT(42, 15) = 3.
Geometrisch &t sich das Verfahren folgendermal3en darstellen:

Von einem Rechteck der Seitenléngen aund b (a> b) werden Quadrate der Seitenlange b
abgeschnitten, solange es geht. Dann bleibt ein Restrechteck tbrig, von welchem wieder
Quadrate abgeschnitten werden und so weiter. Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis das
Zerlegen in Quadrate aufgeht, das heif¥, kein Rechteck mehr Gbrigbleibt. Die Seitenlénge des
kleinsten Quadrats ist dann der grofite gemeinsame Teller von aund b:

1S5 15 12

42

Da somit diese kleinste Quadratseite - hier mit der Lange 3 - ein gemeinsames Mal3 (sogar das
grofdte) der urspringlichen Rechteckseiten a und b ist, kann nun das ganze Rechteck in
Quadrate dieser Grofe unterteilt werden, d.h. aund b sind kommensurabdl (ihr Verhdtnisist
eine rationale Zahl):
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Wenden wir nun den euklidischen Algorithmus auf das goldene Rechteck mit den
Seitenlangen a=1t und b = 1 an, so bricht das Verfahren nie ab, dajagemal3 Satz 1 - immer
nach Abschneiden eines Quadrats jeweils ein zum Ausgangsrechteck &hnliches Rechteck
Ubrigbleibt. Die Seitenléangen t und 1 haben aso kein gemeinsames Mal3, das Verhdtnis

t : 1=t kann nicht as ganzzahliges Verhaltnis angegeben werden. t ist also, nach unserem
modernen Sprachgebrauch, eineirrationale Zahl.

Bemerkung : An der Figur erkennt man, dal3 die unendliche Folge der abgeschnittenen
Quadrate das ganze goldene Rechteck mit der Flachet ausschopft, d.h.

da die Quadrate die Seitenlangen 1, tltiz ti“" ,... haben, muf3 gelten:

1 1 1
1+ t—2+t—4+t—6+... =t

1
t?:t.

Qox

Oder in préziser mathematischer Schreibweise:
i=0

Es handdlt sich hier um die bekannte geometrische Reihe, fur die gilt:

¥
(%) é q :ﬁ , sofernnur |g| < 1. Mitg = tiz folgt wegen |ti2|< 1 aus dieser Formel

i=0 -

Bemerkung: Die Summenformel (*) fir die geometrische Reiheist fur die Analysis von
erheblicher Bedeutung, so dal3 man ihre Herleitung kennen sollte. Da der
» Trick® sehr einfach ist, sei er hier kurz vorgefihrt:
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Wir schreiben die endliche geometrische Summe aus:

(I) é.qi:1+q+q2+q3+q4+q5+...+q”'l+q” :31|)<q
i=0
n+l
i) ad= q+F+g+q+f+. .+ ++q" =50
i=1
(i) - (ii) liefert: 1 T eal0

_ n+1
hierausfolgt: s, = 1—3 Ya 3® ﬁ , fals|q| < 1, dadann

g7 %® Ofirn%® ¥ . QED.

Zeichnet man in die Quadrate der Unterteilung des goldenen Rechtecks bei obiger Abbildung
in geeigneter Weise Viertelkreise ein, so erhdlt man eine Spirale, die sog. goldene Spirale, die
unendlich viele Windungen besitzt, jedoch eine endliche Lénge hat, ndmlich:

p 1 1 1 1 _p.1 _p_t _p.o._pP
@+ A+ L) = X =X = X =Tt +1
2( t t? t® t? ) 2,1 2t-1 2 2>( )

t

[Kapitd 2, Hilfssaz (ii),(i)].

N

Bel jeder eingehenderen Untersuchung des goldenen Schnittes darf man nicht verséaumen,
zumindest ein kurzes Streiflicht auf ein weiteres grof3es Thema der antiken Geometrie zu

werfen, auf die finf sogenannten Platonischen K or per.

Diese reguldren Kdrper wurden schon von EUKLID im 13. Buch seiner Elemente behandelt.

Fur PLATON spielen sie in seinem Timaios eine wichtige Rolle dadurch, dal3 er vieren dieser

Korper die vier antiken Elemente zuordnet, aus denen nach antiker Auffassung der Kosmos

besteht, namlich Erde, Feuer Luft und Wasser. Der fiinfte Korper, esist das Dodekaeder, stellt
das gesamte Weltall dar, esist die,, Quintessenz”.
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Das besondere Kennzeichen der platonischen Korper ist es, dal3 ihre Oberfléchen aus jewells
kongruenten reguléren Vielecken bestehen.
Euklid zeigt, dal3 es nur diese funf reguléren Korper geben kann.

Wir fassen die jeweiligen Charakteristika der finf platonischen Kérper in folgender Tabelle
zusammen:

Anzahl der Anzahl der Gesamtzahl Gesamtzahl Gesamtzahl
Flachen an Ecken pro der Ecken der Kanten der Fl&chen
jeder Ecke Flache
Tetraeder 3 3 4 6 4
Wirfel 3 4 8 12 6
Oktaeder 4 3 6 12 8
Dodekaeder 3 5 20 30 12
Ikosaeder 5 3 12 30 20

Am Ikosaeder, dem reguléren Zwanzigflach, 183 sich der folgende interessante Zusammenhang
mit dem goldenen Schnitt ausmachen:

Satz 3. Die zw0lf Ecken eines Ikosaeders sind die zwolf Ecken dreier goldener

Rechtecke, die paarweise aufeinander senkrecht stehen.
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Beweis: Die Dreiecke, die an eine Ecke des Ikosaeders (z.B. S oder S') angrenzen,
gehoren zu einer Pyramide, deren Basis ein reguléres Funfeck ist:

Je zwei gegeniiberliegende Kanten des Ikosaeders - wie beispiel sweise die fett gezeichneten -
gehoren zu einem Rechteck, dessen langere Seite Diagonale eines solchen Fiinfecks ist. Nach
Kapitel 5, Satz (ii) ist das Verhdtnis dieser Diagonale - also dieser Rechteckssaite - zur Seite
des Fiinfecks - also zur Kante des Ikosaeders - gleich t, so dal3 das Rechteck ein goldenesiist.
In den beiden hierzu senkrechten Ebenen erhdt man analog die beiden anderen goldenen
Rechtecke.

QED.

Wie sieht esin Bezug auf den goldenen Schnitt mit den anderen platonischen Korpern aus ?

Betrachten wir das Oktaeder

Wie man der Figur entnimmt, gilt:

Die sechs Ecken des Oktaeder s sind genau die Ecken dreier paarweise senkrecht
aufeinander stehender Quadrate. Dartiber hinaus gilt beim Oktaeder sogar noch:
Die zwolf Seiten der drel Quadrate sind genau die Kanten des Oktaeders.

Satz 4: In jedes Oktaeder kann ein Ikosaeder so einbeschrieben werden, dal3 dessen Ecken die
Kanten des Oktaeders im goldenen Schnitt teilen.
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Beweis: Es durfte den meisten Menschen nicht leicht fallen, sich ein Ikosaeder innerhalb eines
Oktaeders plastisch vorzustellen, so dal3 man geneigt ist, anzunehmen, der Beweis
werde relativ aufwendig ausfallen. In Wahrheit haben wir aber lediglich Satz 2 und
Satz 3 miteinander zu kombinieren und mit unserer VVorbemerkung tber das Oktaeder
in Verbindung zu bringen:®
Die zwolf Ecken des Ikosaeders sind die Ecken dreier ineinandergesteckter, paarweise
senkrechter goldener Rechtecke [Satz 3], die nach obiger Vorbemerkung nun in drei
paarwei se senkrechte Quadrate einbeschrieben werden sollen.

O.B.d.A. reicht es, das Problem nur in einer der drei Ebenen zu betrachten:

Wir haben dort also ein goldenes Rechteck so in ein Quadrat einzubeschreiben, dal3 es
dessen Kanten im goldenen Schnitt teilt. Dal3 und wie dies moglich ist, sagt aber
gerade der Satz 2 (incl. Beweis).

QED.

Betrachten wir noch einmal die Tabelle auf Seite 22 genauer, werden wir entdecken, dal eine
Dualitat zwischen den Kérpern besteht in dem Sinne, dal3 der eine aus dem anderen
hervorgeht, wenn man jeweils die Ecken des einen mit den Flachen des anderen vertauscht.

In diesem Sinne sind Dodekaeder und | kosaeder sowie Wiirfel und Oktaeder zueinander dual.
Das Tetraeder ist zu sich selbst dual (bel Vertauschung von Ecken und Flachen geht esin sich
selbst Uber).

Geometrisch bedeutet die Dualitét beispielsweise zwischen Dodekaeder und | kosaeder, dal3
die Mittel punkte der Fiinfecksfl&chen eines Dodekaeders genau die Ecken eines |kosaeders
bilden.

Hieraus folgt aufgrund von Satz 3 sofort:

Satz 5: Die zwolf Mittel punkte der Fiinfecksflachen eines Dodekaeders sind die zwdlf Ecken
dreier goldener Rechtecke, die in paarwel se senkrechten Ebenen liegen.

® Man kann an diesem Beispiel {ibrigens wieder eéinmal schén den , Triumph* der mathematischen Logik (iber
die (rédumliche) Anschauung erkennen.
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Auch hier zeigt sich wieder die groRe Uberlegenheit allgemeiner Argumentationen. Der
Versuch, diesen Satz sich alein durch réumliche Vorstellung plausibel zu machen, dirfte
hingegen nicht ganz einfach sein!

Bel unserem Streifzug durch die goldene Geometrie wollen wir auch noch kurz einen Blick auf
aktuelle mathemati sche Entwicklungen werfen.

Wohl kaum ein anderes Gebiet moderner Mathematik ist derzeit so populér wie die Theorie
der Fraktale. Erstaunlicherweise begegnet uns auch hier auf mannigfache Weise der goldene
Schnitt.
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Definition: Unter einem Fraktal versteht man eine geometrische Figur, die auf die folgende
Weise entsteht:

Ausgangspunkt ist eine einfache geometrische Grundfigur, z.B. ein Dreieck oder ein Quadrat.
An die Ecken dieser Figur werden gleichartige Grundfiguren gezeichnet, die um einen
bestimmten Faktor f < 1 gegentiber der Ausgangsfigur verkleinert sind. An deren freien Ecken
wird dieser Vorgang dann wiederholt, und so fahrt man ad infinitum fort. Bel jedem
Iterationsschritt erhdt man auf diese Weise immer feinere Verastelungen.

Das folgende Bild zeigt ein Dreiecksfraktal, das aus gleichseitigen Dreiecken gebildet wurde:

o
r Y 'y

\ & B 4

A___A

v V&

-"-'
o

Bel diesem Fraktal wurde der Verkleinerungsfaktor f = % gewahit.

Man sieht deutlich, dai die Aste dieses Dreieckfraktals einen relativ groken Zwischenraum
offen lassen.

Es erhebt sich daher die interessante Frage, wie grof3 wir wohl den Verkleinerungsfaktor f < 1
wahlen miissen, damit sich die einzelnen Zweige gerade ber Gihren, aber noch nicht Gberlappen.

Aus Grunden der Symmetrie reicht es, nur einen Berlihrungspunkt zu betrachten. Wir wahlen
den Punkt direkt in der Mitte unterhalb des Ausgangsdreiecks, dessen Seitenlénge wir 0.B.d.A.
als 1 voraussetzen, und betrachten die beiden Dreiecksfolgen, die sich von links und rechts
diesem Punkt ndhern und sich im Grenzfall dort bertihren sollen.

Die iterierten Dreiecke haben dann die Seitenlangen f, 2, £°, %, ...

Der Figur entnimmt man, dal3 die Bedingung der Bertihrung der beiden Dreiecksfolgen in der
Mitte gerade die Gultigkeit folgender Gleichung bedeutet:
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Obige Gleichung ist aquivalent zu

1+f=P+2PXL+f+f2+f+.. . )=+ [Summenformel (*) fir die
geometrische Reihe] .
Hieraus ergibt sich die kubische Gleichung: >+ 2f*-1=0

Dieeine Losung f; = - 1 |&% sich unschwer erraten.

Division durch den zugehérigen Linearfaktor (f + 1) liefert fUr die Gbrigen Losungen die

quadratische Gleichung:
fP+f-1=0

mit den Lésungenf, =-t und f3 = %
Die einzige positive L 6sung der kubischen Gleichung ist alsof = % :

Wir haben aso das ,, schone* Ergebnis erhalten:

Satz 6: Bel Verkleinerung im Verhdtnis des goldenen Schnittes (f = %) bertihren sich gerade

die einzelnen Aste eines Dreiecksfraktals.
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Zum Abschluf dieses K apitels wollen wir allein die Asthetik einiger Fraktale geniefien, die ale
einen Zusammenhang mit dem goldenen Schnitt aufweisen.

Das goldene Quadr atfraktal, das nach folgendem Iterationsprinzip aufgebaut ist:

Fur den Verkleinerungsfaktor ergibt sich - gemal3 Figur - die Bedingung
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1=2f+f,
Esist dieselbe kubische Gleichung, die wir vom goldenen Dreiecksfraktal schon kennen und

diedie einzige positive Losung f = % besitzt.

Das goldene Quadr atfraktal hat folgendes Aussehen:

Die ausgesparten wei3en Rechtecke sind golden.

Auch bei diesem Fraktal beriihren sich die einzelnen Aste, so dal3 in diesem , Teppichmuster*
keine ,, Zwischenraume® (Raume ohne Muster) frei bleiben.

Der Vergleich mit dem Quadratfraktal mit Verkleinerungsfaktor f = % , bei dem esdiese

»Zwischenrdume® gibt, zeigt sehr deutlich, dal3 das ,, kompaktere" goldene Fraktal asthetisch
ansprechender ist:
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Sehr ansprechend ist auch die Variante des goldenen Quadr atfr aktals, die man erhdt, indem

man die entsprechenden Kreiszweiecke in die Quadrate einzeichnet:



Zum Abschluf? genief3en wir ein Fraktal mit goldenen Spiralen:

Trinkt, ihr Augen, was die Wimper halt,
von dem goldnen Uberflu der Welt!

G. KELLER

33




8. Der goldene Schnitt und die Fibonacci-Zahlen

In Kapitel 2 (Seite 4) hatten wir versprochen, noch einmal genauer auf die bemerkenswerte
Eigenschaft der goldenen Schnittzahl t zuriickzukommen, dal3 sie es namlich gestattet, ale
ihre positiven und negativen Potenzen in linearer Form at +b mit geeigneten ganzzahligen a
und b zu schreiben.

Gemél Kapitel 2, Hilfssatz (i) gilt jafir t die definierende Gleichung: t* =t + 1.

Hieraus ersieht man, dal3 das Quadrat von t linearisierbar ist, eben durcht + 1.
Untersuchen wir weiter:  t®=t+t [Multiplikation vont® =1t + 1 mit t].

Durch Einsetzen vont + 1int? erhalten wir die Linearisierung:

tP=(t+1)+t=2t +1.

Allgemein erhalten wir aus der Grundgleichung t® =t + 1 durch Multiplikation mit t"
(nl IN)™ die Rekursionsgleichung:

tn+2:tn+l+tn .

n+1

Kennt man die linearen Ausdriicke fur t" undt" " *, so kann man den linearen Ausdruck fur die
nachste Potenz t"* % einfach erzeugen durch Addition.

Mit Hilfe dieser Rekursionsgleichung erhalten wir sukzessive die Linearisierungen der
Potenzenvon't :

tl=t =t
t?=t+1 =t+1
t3=t?+t =2t +1

t'=t3+t> =3t +2
t°=t*+t® =5t+3

t°=t°+t* =8t +5

Wie man sofort erkennt, ist die neue Zeile jeweils die Summe der beiden vorhergehenden.
Diese Linearisierung der Potenzen des goldenen Schnittst war schon LEONHARD EULER™
bekannt.

* Das Symbol IN bedeutet die Menge der natirlichen Zahlen = {1, 2,3,4,5,.. } .

111707 (Basel) - 1783 (St. Petersburg). GroRer Mathematiker, der den groften Teil seines Lebens an der von
der Kaiserin KATHARINA |. gegrindeten Wissenschaftlichen Akademie in St. Petersburg verbrachte. Er war
einer der fleiBigsten Mathematiker, die je gelebt haben. Sein (Bvre umfaldt Uber 600 bedeutende V erdffent-
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Die Potenzen von t lassen sich also schreiben in der Form
t"=at +a..mt nl {234,5... }.

Fur die ganzen Zahlen &, gilt offensichtlich die Rekursion:

| @&.2=@.1+a mitdenStartwertena =& =1 |

Die hierdurch rekursiv - man sagt auch induktiv - definierte Zahlenfolge ist in der Mathematik
sehr beriihmt. Sie heif}t die Fibonacci-Folge™

Ihre ersten Folgenglieder lauten: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
Die Fibonacci-Zahlen treten also bel der Linearisierung der Potenzen von't auf.

Da nach Kapitel 2, Hilfssatz (i) gilt U/t =t - 1, echdlt man mitt®> =t + 1:
g%ﬁ_(t'l) =t*-2t+1=(t+1)-2t+1=-t+2= ('_'1)+2—'%+180da8

wir haben:

glgz = (- %)+1

19

Diese Gleichung geht aus der Gleichung t® =t + 1 hervor, indem man't durch - % ersetzt, so
dal’ die gleiche obige Argumentation auch fir - % gelten muf3 und wir auch fir die Potenzen

von - 1 die Linearisierungsformel

g? %g =a (- %) +a,, fur n1{2,34,5,-} erhalten mit der Fibonacci-Folge (a).

Kombiniert man diese Formel mit der Linearisierung t" = a,t + a,.1, erhdlt man sofort

lichungen aus Analysis, Algebra, Geometrie und Mechanik. Trotz vélliger Erblindung im Jahr 1766 publizierte
er noch zahlreiche Arbeiten, die er seinem Diener, einem Berliner Schneidergesellen, diktierte. EULER schrieb
seine Werke in einer didaktisch so hervorragenden Weise, dai3 dieser Schneidergeselle - angeblich - ales genau
verstanden und schliefdlich selber ein mathematisch recht gebildeter Laie geworden sein soll.

12 Nach Fibonacci = Filius Bonacci = Sohn des Bonacci. Sein eigentlicher Name war LEONARDO VON PisaA.
Geboren wurde er zwischen 1170 und 1180 in Pisa. Sein Todegjahr ist unbekannt. Auf ausgedehnten Reisen
nach Algerien, Agypten, Syrien, Griechenland, Sizilien und in die Provence lernte er alle damal's bekannten
Rechenverfahren kennen. 1202 veréffentlichte er ein epochemachendes 459 Seiten starkes mathematisches
Werk, den Liber Abbaci. Dieses Lehrbuch wurde ein Markstein in der Entwicklung der Mathematik des
Mittelalters. Hier wird u.a. erstmalig konsequent die indisch-arabische Ziffernschreibweise verwendet. Er hatte
Zugang zu den Kreisen des Kaisers FRIEDRICH I 1., der ihm die Aufgabe gestellt haben soll, eine Quadratzahl zu
finden, die bei Addition und Subtraktion von 5 wieder Quadratzahlen liefert.
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t" - (- tl)“ =an(t + tl) =a/5  [Kapite 2, Hilfssatz (ii)] .

Hieraus ergibt sich eine geschlossene Formel fur die Fibonacci-Zahlen:

_ L Ly L BarJ500 @ 500
75 OV B8 2 582 52

Diese Formel wird die Binet-For mel™ genannt. Bemerkenswert an ihr ist, dai? sich fir jedes
natlrliche n dieirrationalen Terme gegenseitig so aufheben, dal3 stets eine nattirliche Zahl
»Zum Vorschein“ kommt.

Wir erkennen weiter: Die Fibonacci-Folge ist die Differenz zweier geometrischer Folgen™ mit

den Quoatienten t respektive - % :

Danun |- %|< list, ist dieFolge - (- %)“, nl IN, eine Nullfolge, so dal3 wir fir grof3e n

die folgende Approximation fur die Fibonacci-Zahlen haben:

a » itn fur grolee n.

NG

Die Fibonacci-Zahlen werden aso immer genauer durch Potenzen des goldenen Schnitts
angendhert, je grof3er sie werden.

Hieraus ergibt sich unmittelbar:

Iima“” =t
n® ¥ an

Der goldene Schnitt 1813 sich also umgekehrt auch aus den Fibonacci-Zahlen gewinnen,
namlich nach der letzten Formel as Approximation durch die Quotienten aufeinanderfol gender
Fibonacci-Zahlen.

Diefolgende kleine Tabelleillustriert diese Anndherung bis zum sechsten Iterationsschritt:

fl: :aQ/a1= 1
fg: :ag/agzz

a1
[

1
1

13 JACQUES PHILIPPE MARIE BINET. 1786 (Rennes) - 1856 (Paris). Physiker, Astronom, Mathematiker. Er lehrte
an der Pariser Ecole Polytechnique, wo er vom Lehrer bis zum Professor fir Mechanik aufstieg. Die hach ihm
benannte Formel soll aber schon 1718 von ABRAHAM DE MOIVRE (1667 - 1754) entdeckt worden sein. Dieser
war ein hochgebildeter mathematischer Autodidakt, der sich bisins hohe Alter seinen Lebensunterhalt durch
mathematischen Privatunterricht sowie durch profunde mathematische Beratung von Spielern und Spekulanten
der damaligen Londoner High Society verdiente. Er hat wesentlich zur Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
theorie beigetragen. Exakt bewiesen hat die Formel zehn Jahre spéter NikoLAUS BERNOULLI (1687 - 1759).

!4 Eine Folge (a,) heiRt eine geometrische Folge, wenn sie die Gestalt a, = " hat, wenn also zwei
aufeinanderfolgende Glieder stets den gleichen Quotienten haben: a,.1/a,=q.
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fy =afas=3/2=15
fy: = as/a, = 5/3 = 1,666
fs: = alas = 8/5=1,6
fe: = aylas = 13/8 = 1,625
In der Biologie begegnet uns die Fibonacci-Folge ganz konkret bei den Bienen. Hier schlipfen
bekanntlich die mannlichen Bienen, die sog. Drohnen, aus dem unbefruchteten Ei einer
Bienenkonigin, wahrend aus den befruchteten Eiern die Koniginnen oder die weiblichen
Arbeitshienen schltipfen. Welche weibliche Biene Konigin wird, hangt von der Ernghrung ab.
Eine Drohne hat also nur ein mitterliches Elternteil, wahrend eine Konigin zwel Elternteile hat.
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Der Stammbaum einer Drohne hat daher das folgende Aussehen:
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Dieser Stammbaum ist asymmetrisch, da die Anzahl der Weibchen bei den Drohnen-Vorfahren
Uberwiegt.

Fur die n-te Elterngeneration (n1 IN) einer Drohne ergeben sich a, Weibchen und
a,-1 Mannchen, wobei mit (a,) wieder die Fibonacci-Folge bezeichnet sai.

Dawir hier nun schon bei der Biologie gelandet sind, sei noch ein weiteres Beispiel aus der
Natur angefihrt, an dem man die Fibonacci-Zahlen, und damit auch den goldenen Schnitt,
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recht gut beobachten kann. Bei den Sonnenblumen kann man sehr schon erkennen, dai3ihre
Kernein spiraférmigen Linien angeordnet sind.

Jeder Kern gehort zu genau einer links-drehenden und zu genau einer rechts-drehenden
Spirallinie.

Zahlt man alelinksdrehenden Spiralen bei einer beliebigen Sonnenblume, so erlebt man
eine Uberraschung: Man erhdlt interessanterweise bei genauer Zahlung stets Fibonacci-
Zahlen.

Werte, die man in der Natur beobachten kann, sind z.B. 21, 34, 55, 89, 144 oder auch noch
233 linksdrehende Spirallinien in einer Sonnenblumen-Bl Ute.

Zahlt man auch noch die Anzahl der rechtsdrehenden Spiralen, so erhélt man stets auch
wieder eine Fibonacci-Zahl. Bei ein und derselben Sonnenblumen-Blite erhdlt man jedoch
interessanterweise nicht die gleiche Fibonacci-Zahl, sondern stets eine benachbarte.

Bel der Sonnenblume ist das jeweilige Verhdtnis aus links- und rechtsdrehenden Spirdlinienin
der Blite aso eine hervorragende Anndherung an den goldenen Schnitt.

Macht man sich die Mihe des Z&hlens bel unserem Bild - vielleicht unter Zuhilfenahme einer
Lupe -, so kann man 55 links- und 89 rechtsdrehende Spiralen erkennen. Im Bild wurde jede
zehnte Spirale hervorgehoben.

In der Botanik kann man noch viele Beispiele fir das Auftreten von Fibonacci-Zahlen, und

damit auch vom goldenen Schnitt, entdecken, wie auch das folgende Beispiel zeigt, bei dem es
sich um die Skizze einer Niel3wur z handelt:
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Kommen wir zum Abschlufd noch einmal auf die Mathematik zurtick. Auch hier lassen sich die
Fibonacci-Zahlen an so vielen Stellen entdecken, dal3 man sogar eine Zeitschrift
herausgegeben hat, die vierteljahlich erscheint und sich auf3schliefdich mit dem Studium dieser
Zahlen beschéftigt, das Fibonacci Quarterly. Bislang ist dieser Zeitschrift der wissenschaftliche
Stoff noch nicht ausgegangen!

Eine hubsche Entdeckung ist bei spiel sweise das Auftauchen der Fibonacci-Zahlen im
bertihmten Pascal-Dreieck, das bekanntlich rekursiv so aufgebaut ist, dal3 die Randzahlen aus
lauter Einsen bestehen und jede Zahl im Innern des Dreiecks sich als Summe der direkt
darUberstehenden Zahlen ergibt. Das Zahlendreieck ist dann symmetrisch (zu seiner Mittel-
senkrechten) und in den Zeilen stehen jeweils die Binomialk oeffizienten, wobei man hier bei
Null zu z&hlen beginnt. Schaut man sich also die 2-te Zeile an, so erhdt man die
Binomiakoeffizienten von (a+ b)* = 1& + 2ab + 1b°. Diese Formel kennen wir aus langst
vergangenen Schultagen al's binomische Formel.

Oder etwas anspruchvoller: In der 7-ten Zeile stehen die Zahlen 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1, so
daR wir die Binomialentwicklung von (a+ b)” sofort hinschreiben kénnen:

(a+b)’ =1a + 78°b + 21a’b* + 35" b® + 35a°b* + 21’ + 7ab® + 1b’ .

Die Fibonacci-Zahlen erkennt man nun im Pascal-Dreieck als Schrégzeilen-Summen, wie es
in folgender Figur dargestellt ist:
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Auf S. 33 hatten wir gesehen, dal3 die Folge f,.: = a,+1/a, der Quotienten aufeinanderfolgender
Fibonacci-Zahlen gegen den goldenen Schnitt t konvergiert.

Aufgrund der Rekursionsgleichung &, +1 = &, + &,- 1 folgt nach Division durch &, :

a'n+1 - 1+ an-l
a, a

so dal3 wir fur die Quotientenfolge die Rekursionsgleichung

n

fn:1+i ) nl IN,n3 2
fn-l
haben.
Aus dieser Rekursionsgleichung ergibt sich mit dem Startwert f; = 1 induktiv:
f1:1;
fo=1+ i =1+ 1’ :
f, 1
fa=1+ i =1+ i]_ :
f, 1+
1
f4:1+ — =1+ 11
fs ]_+71
1+=

usw.
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Weil nun IE@T f, =t ist, 183t sich der goldene Schnitt t as ein unendlicher Kettenbruch

darstellen, der aus lauter Einsen besteht. Esist der einfachste - und damit vidlleicht schonste -
K ettenbruch, den man sich vorstellen kann:

1
1
1
1
1
1

1+...

t=1+
1+

1+

1+
1+
1+

Man kann sich mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus (Siehe S. 18f) Uberlegen, dal3 jede
rationale Zahl sich dsein endlicher, d.h. abbrechender, K ettenbruch schreiben |&3.
Wir erkennen also auch hieran noch einmal die Irrationalitét des goldenen Schnittest .

Es 183 sich der folgende Fundamental satz aus der Theorie der Kettenbriiche beweisen:

Satz: Jedereelle Zahl 183 sich in eindeutiger Weise a's Kettenbruch darstellen, und
umgekehrt ist jeder Kettenbruch konvergent, so dal3 er eine relle Zahl darstellt. Der
zugehorige Kettenbruch ist genau dann endlich, wenn die Zahl rational ist (d.h. auch, er
ist genau dann unendlich, wenn die Zahl irrational ist).

Man kénnte also die Theorie der rellen Zahlen tber die K ettenbriiche aufbauen.™
Historisch gesehen, haben die Kettenbriiche in der Tat im 17. Jahrhundert eine wichtige Rolle
bei der Untersuchung irrationaler Zahlen gespielt.

Auch /2 besitzt eine einfache K ettenbruchentwicklung, wie man an der folgenden
»trickreichen® Umformung erkennt:

1 1 1 1
2=1++2-1=1+ =l+ —— =1+ —— =1+
V2 V2 1 J2 +1 1+4/2 gi 1 0
= 1+¢1+ 2
v2-1 2-1 1+20
=1+ ;1 usw., d.h. fiir /2 im Kettenbruch wird jeweils der vorhergehende
R ——
1+/2
Kettenbruch eingesetzt, so dal3 man schliefdlich erhélt:
J2=1+ L
2+
1
2+
1
2+71
2+
2+...

2vgl. hierzu etwa das schéne Buch: O. PERRON: Die Lehre von den Kettenbriichen. Band I, Stuttgart 1954.
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Wie es Kettenbriiche gibt, so gibt es auch K ettenwur zeln.

Als Ubungsaufgabe moge der Leser selber beweisen, dal3 auch hier der goldene Schnitt sich
dadurch auszeichnet, die einfachste Kettenwurzel-Darstellung zuzulassen, namlich:

t= \/1+\/1+\/1+\/1+\/u7\/1+—...

Hinweis: Man betrachte die Rekursion: wy .1 = /1+w_ und bilde auf beiden Seiten den

Grenzwert, den man hier al's existent voraussetzen darf (was man streng genommen erst zeigen
muf3. Wie das geht, lernt man in jedem Analysis-Kurs). Man mache sich klar, dal3 fir diesen

Grenzwert w die Gleichung w = +/1+w gelten muf3 (hierbei darf man die Gltigkeit von
lim1+w, = 1+limw, benutzen, die auchin der Analysis bewiesen wird).
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Die folgenden beiden Bilder zeigen zwei berihmte Beispiele aus der Architektur zum goldenen
Schnitt.

Zunéachst das Parthenon in Athen, das Perikles in den Jahren 447 - 432 v. Chr. bauen lief3. Die
Vorderfront stellt ziemlich genau ein goldenes Rechteck dar.

Ein besonders interessantes Beispiel fur den goldenen Schnitt in der Architektur stellt der Dom
in Florenz dar, dessen Baumeister BRUNELLESCHI (1377 - 1446) seine Kuppel so gestaltete,
dad ihre Gesamthohe sich zur Hohe des Ansatzes der Kuppelwolbung verhalt wie die beiden
Zahlen 144 : 89, also wie ay; : &1 (= f11), was dem goldenen Schnitt schon sehr nahe kommt.
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Wichtige mathematische Schriften,

welche in H. W. Schmidt’s Verlag erschienen sind.

Die merkwiirdigen Punkte des Dreiecks mit Riick-
" sichtaufharmonische Theilung. Eine reiche Fund-
grube von Uebungsaufgaben aus der construirenden Geome-
trie, ebenen Trigonometrie und Algebra. Von Dr. August

Wiegand. 2. ganzlich umgearbeitete u. vermehrte Auf-
lage. 1848. 8. 15 Sgr.

Herr Professor Grunert sagt in sejnem Archiv fir Mathem. u. Phys.
iber diese Schrift:

Jeder Mathematiker weiss, wie viele interessante Beziehungen die so-
genannten merkwiirdigen Punhte des ebenen Dreiecks darbieten. Es war da-
her ecin glacklicher Gedanke des Herrn Verfassers, diese ganze Lebre in sy-
stematischem Zusammenhange ausfihrlich zu bearbeiten, nnd dadurch zugleich
ein System hochst zweckmassiger Uebungsaufgaben fur d-e auf dem Titel ge-
nannten Theile der Wissenschaft aufzustellen. Die Ausfihrung dieses Gedan~
kens von Seiten des Herrn Verfassers lasst nichts zu wiinschen ibrig, und
die verschiedenen Aufgaben” sind oft mit besonderer Eleganz behandelt; zu-~
gleich ist, wenn auch vorzugsweise die trigonometrische und algebraische Me-
thode, die der Hr. Verfasser in dieser Schrift mit vorziglichem Geschick und
oft auf sehr cinfache und elegante Weise handhabt, Anwendung gefunden zu
haben schcinen, fir moglichste Abwechselung der Methoden gesorgt worden,
so das wir diese Schrift, so wie zu allgemeiner Beracksichligung in Bezug
auf ihren interessanten Inhalt an sich, namentlich auch allen denep sebr
empfchlen, welche sich in der feineren Geometrie zu iiben beabsichtigen.

Die ausserc Ausstattung ist in jeder Beziehung vorziglich. Mochte
es doch dem Herrn Verfasser gefallen, auch die merkwirdigen Punkte des
sphirischen Dreiecks in ahnlicher lelrreicher Weise za behandeln.

Die Miljtair - Literatur - Zeitung 1849, No. 9. sagt iber diese Schrift:

»Der Verfasser, durch viele elementar-mathematische Schriften rahm-
lichst bekannt, giebt hier einc Monographie iber die merkwirdigen Punkie
des Dreiecks in einer zweiten Auflage, deren erite ein Jalr friher er-
schien. —  Seit Steiner im Jahre 1832 seine wichtige thrift: » Systemat,
Entwickelung der Abhangigkeit gcometr. Gestalten von einander* heraus-
gab, hat sich fir die Geometrie eine neue Aera eroffuet. Viele Schrift-
steller haben seitdem (ausser in den mathem. Journalen) in besonderen
Werken das dort Gegebene ausgefihrt und bereichert. — Die vorliegende
kleine Schrift nennen wir willkommen, und Lehrer, welche ihre Schiler
in der Betrachtungsweise der geometrischen Vorstellungen iber und
fir die Sache anregen wollen, werden sich durch die Benutzung der Schrift
dem Verfasser verpflichtet fihlen.*

Nachdem der Inhalt einganglich besprochen und ganz hesonders auf
die ,,hochst interessanten neuern Resultate, z.B. 20 Gruppen harmoni-
scher Punkle, sowie der allgemeine goldene Schnitt,* hingewiesen
worden jst, heisst es zum Schlusse: .

Die-Untersuchungen iber die Beziehungen aller dieser Punkte werden
hier mit Recht nur andentend gefuhrt; ihre Ausfihrung bleibl dem wissbe-
gicrigen Leser iberlassen; sie wiirden ein eigenes Buch erfordern. Und
zu welchem Umfange missten erst die Untersuchungen fihrep, wenn der -

Verfasser im 4ten Abschnitte die merkwirdigen Punkte des ungleich- °.

seitigen Dreiecks mehr als andeutend geben wollte! Dies geschieht kurz
in zwei Kapiteln auf etwa 8 Seiten. — Welche Quelle neuer Ent-
deckungen! Wir brauchen hiernach dem Buche keine Empfehlung zu-
zufigen. — Auch ist die typographische Ausstaltung sehr gut.
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“Vorwort,

ln der Absicht meinen, Schiilern Gelegenheit zu geben,
selbstthitig neue Sitze im Gebiete der sogenannten neueren
Geometrie aufzufinden, gab ich ihnen vor einigen Jahren An-
leitung, diejenigen gleichschenkligen Dreiecke zu untersuchen,
in denen die sogenannten merkwiirdigen Punkte und die
Hoherendpunkte Gruppen harmonischer Punkte bilden. Die
betreffenden Untersuchungen ergaben des Interessanten so
Mancherlei, dass ich die gewonnenen Resultate in einer klei-
nen Schrift: ,, Sitze iiber harmonische Verhalt- .
nisse‘ im Jahre 1847 herausgab, welche unter dem verin-
derten Titel: ,,Die merkwiirdigen Punkte des Drei-
ecks mit Ricksicht auf harmonische Theilung*
im vorigen Jahre in zweiter Auflage erschienen ist. Es ergab
sich bei diesen Untersuchungen, dass sich eine ganze Partie der-
artiger Dreiecke mit Hilfe des Problems vom goldenen Schnitte
in einer allgemeineren Fassung construiren liessen, Da je-
doch eine noch griossere Anzahl der bezeichneten Dreiecke
ausserhalb dieser allgemeinen Construktionsregel stehen blie-
ben, so stand zu vermuthen, dass eine noch allgemeinere
Fassung des vorgenannten Problems auch eine Construktions-
regel fiir die noch ibrigen Dreiecke ergeben werde. In der

437527
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That haben mich nun meine weiteren Untersuchungen dieses
Gegenstandes auf eine derartige allgemeine Fassung des I'ro-
blems vom goldenen Schnitte gefiihrt. Nach diesem merk-
wiirdigen Zusammenhange des aligemeinen goldenen Schnitts
mit der harmonischen Theilung zu schliessen, diirfte derselbe
vielleicht als berufen erscheinen, in der Geometrie iberhaupt
noch eine Hauptrolle zu spielen. Ich fiir meinen Theil
werde diesem Gegenstande meine Aufmerksamkeit nicht ent-
ziehen, kann jedo};h trotzdem den Wunsch nicht unter-
dricken, dass auch andere Mathematiker ihr Augenmerk auf
denselben richten mdchten.

Halle, dea 10. Aug. 1849.

Dr. Wiegand.
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Gruppen harmenischer FPunkte.

Es mogen im Folgenden o die Spitze, w der Mittel-
punkt des umschriebenen, e der des eingeschriebenen Krei-
ses, s der Schwerpunkt, h der Hohendurchschnitt, g der
Hohenfusspunkt und ¢ der Mittelpunkt des zwischen den
Schenkeln liegenden dussern Berihrungskreises bei einem
gleichschenkligen Dreiecke bezeichnen.  Setzen ' wir den

- Schenkel = ¢ und die Grundlinie = &, so haben die in
vorgenannter Schrift durchgefihrten Untersuchungen fir nach-
folgende Werthe von 2 die beistehenden Gruppen harmoni-

- scher Punkte ergeben. '

o, 4%, e, 4.
Dao=(3—Da.... Z;::
&g, h, u, o.

2 r=(5—1a..... &, s, h, o
x=+GH5—Da e, s, e, h
Hhr=4a ......... 0,8,¢€,4.
5x =4+ (17T—1)a... &, u,49,s
6)x =% (S1T—Da... u, s,¢,4
He=(38—la..... 0,¢, %, g
o, h, e, g.

=21 (38—1a...{69, 4 h
& u, b, o



9 xr==L/6.a...... 0,8, u, g,
10)r =%+/6.a...... 0,8, k, g
1) x = /3.0 e "::Z:
o, h, s,g.

12) =2 /3.a....... gh’s’u’ Z.
Bor==2/6a....... h, s, g, u.
=2t ........ e, e, 8, 0.
e, e, 8, h

Byr=F.a ........ .‘8, o ks
1) g =2.0.......... €, 9,8, h
17 2 = ¥.a. e e e e &, u, 8, 0.
1 xr=,/2.a....... .. &, 9,€,h
1992=Q2—y/2a ..... & h,s,o
20) & = 4 (/" 17—3) a ?: ; ": :
2) x = 4+ (/5+D.a ... & 5,0, h
2)xr =% (/5+a.... &9, u,s
o h,o,e, u
23)1:-{-(/’33+1)a..,Zu,e,h,g.
&, %, g, o.

) x =L (/" 1B+1)a.... ¢ ¢, o0,h
) o= LV0+/17.a... h,0,9, w
26) =41 V9—/1T.a .., 0, b, u, g

-~
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Der aligemeine goldene Schnitt.
Um eine allgemeine Regel zur Construktion solcher
gleichschenkligen Dreiecke, in welchen die vorher aufgefiihr-
ten Gruppen harmonischer Punkte vorkommen, zu erhalten,
stellen wir vorerst folgende das Problem vom goldenen

\

Schnitte verallgemeinernde

Aufgabe. Vom 2m, 3#fachen einer gegebenen
Linie @ ein Stick = abzuschneiden, welches das gee-
metrische Mittel ist zwischen dem Reste und dem
2+, 3*fachen der Linie a, wo die Exponenten m, g,
n, v positive oder negative Zahlen sind, welche sich
in ein Product aus einer ganzen Zahl und einer Potenz
von der 2, deren Exponent eine positive oder nega-
“tive ganze Zabl und auch Null sein kann, zerlegen
lassen.

Auflosung. Man trage eine Linie MN (die Figur
ist leicht zu entwerfen) — 9% (m+) 33 («+7).q, was nach
der gemachten Bestimmung immer mdglich ist, ab, errichte

in einem ihrer Endpunkte N Ee%n Loth NO = 2".3".gq, be-
schreibe iber NO als Durchmesser einen Kreis, dessen Mit-
telpunkt C sein moge, ziehe MC, welche die Kreisperiphe-
rie in Q schneiden mége und trage auf MN das Stiick
MR = MQ ab, so ist MR das gesuchte von 2™.3%, a
abzuschneidende Stiick.

Beweis.
Bezeichnen wir MR mit &, so ist zu zeigen, dass

x2 = 2".3.a (2".3%.a—2)
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ist. ‘Verlingem wir M C bis sie den Kreis zum zweiten Male
in P schneidet, so ist
MN = MP. M.

= (MQ+PQ) MQ

= (MR+4NO) MR
oder nach Einsetzung der betreffenden Werthe

gnt+n guty gt = (x42".3".4) 1,
woraus sich leicht v
2 = 2".3".a(2". 3V —0)
ergiebt, was zu beweisen war. -
Die algebraische Ldsung dieser Gleichung giebt nun,

wenn wir blos die Wyrzel mit dem positiven Quadratwurzel-
ausdrucke nehmen

X = (—2" 1 37>+ J 92n—2 321/_’_ gm+n gutv a,

welche nach gehoriger Entwickelung dbergeht in:

\/,1+2m—“+2.3#-v— 1
T =

o=~ 3~ H
eder wenn wir
m—n<2=np,
1—n = q,'
u—v =75,
—_—y = X

" setzen, wo offenbar fir p, ¢, 7z, » immer noch dieselba
Bestimmung gilt, die in der Aufgabe fir m, n, u, v ge-
troffen worden ist,

\/1+2v.s'"—1
=" a...)
v= e 0@
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Zusammenhang des aligemeinen goldenen
Schnitts mit den friiherm Gruppen harmenischer
Punkte.

In dem vorher unter (4) aufgestellten Ausdrucke sind
simmtliche vorher unter 1) bis 20) aufgefihrte Werthe von
x enthalten. Wir geben im Folgenden eine Tabelle fir die
den beistehenden Werthen von x entsprechenden Werthe der Ex-
ponenlten p, ¢, 7, », wobei wir die vorige Reihenfolge bei-
behalten, ‘ ‘
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Werthe von Werthe von
. ? ¢ T, A
H(3—Da....1 1, 0, 0, o0
2) ("5—Da. . 2, 0, 0, o,
3+ (5—Da..] 2, 1, 0, O
Y)%a........1 3, 2, 0, 0O
5) + (/" 17—Da..]| 4, 1, 0, O.
6)+(17—la .| 4, 2, 0, O
7 (/33 —1)a . 5 0, 0, O
8 + (/33—la .| 5, 2, 0, O
9+ y6a.....1 0 3 1,—3
10) + /6.a..... 0,—%, 1, 5
1 /3.¢ ...... 0, 0, 1, —1.
12 %y/3a.....] 0,—1, 1, 1,
, 1332 /6. 0,—3, 1, L
4 La........ 0, 0. 1, 1. )

15 %ae¢........1 0,—1, 1, 1
16) +.6........ 0,—2, 1, 1.,
1 2a..e...... 0, 1, 1,—1
18) /2.a....... 0,—%, 1, o
199 @—y2).a ... 0,—L, 0, o
20) 4- (/"17—3)a .| 3, 1,—2,—1.

Es geht also aus dem Bisherigen hervor, dass alle Drei-
ecke , welche die vorher aufgefiihrten Werthe von x zu Grund-
linien haben, nach einem und demselben Verfahren construirt
werden konnen, indem man mittelst des Problems vom all-
gemeinen goldenen Schnitte die Grundlinie aus dem Schen-
kel findet, wenn man in der fritheren Formel (4) fir p, ¢,
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. 7w, » die nebenstehenden Werthe in der Tabelle setzt. Be-
stimmen wir die Exponenten m, n, u, » durch die Expo-
nenten p, ¢, 7, x, so ergiebt sich

m=p—q—1
n=1—g¢q
H= T—x
n= —x

Hieraus erhilt man fir m, n, u, v folgende Tabelle:

Werthe fiir
m, n, ' u, v
1) 0, 1, 0, 0.
2) 1, 1, 0, 0.
3) 0, 0, 0, 0.
4) 0, —1, 0, 0.
5) 2, 0, 0, 0.
6) 1, —1, 0, 0.
7 4, 1, 0, 0.
8) 2, —1, 0, 0.
9) T =5 o> T
100 —+, L + —+
1) — 1, 1, i, 1
12) 0, 2, b
13) 7 T = — 4
149 -1, 1, 0, — 1
15) 0, 2, 0, —1.
16) 1, 3, 0, — 1.
17)  — 2, 0, 2, 1.
18) —1&, 3, 1, 0.
19 —1, 2, 0, 0.
20) 1, 0, —1, 1.
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Die noch ibrigen Werthe unter 21) bis 26) sind zwar
nicht in dem Ausdrucke (4) enthalten, stehen gleichwohl
aber mit dem allgemeinen goldenen Schnitte in einem eigen-
thiimlichen Zusammenhange, welcher die rein geometrische
Construktion der Dbetreffenden Dreiecke mdglich macht, wie
die nachfolgenden Entwickelungen zeigen.

21) a)sr=21(5+hHea

_54)) (a4
ay0—1
a?

- %(«5-1) T 3G8=D)d
Eg ist somit & die dritte Proportignale zu dem grssern
Stiicke des nach dem einfachen goldenen Schnitte getheilten
Schenkels @ zu a selbst. '

b) Aber auch noch auf emem andern Wege kommt
man zum goldenen Schnitte. ¥Bezeichnen wir namlich den
Winkel an der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks mit a,
die tibrigen mit B, so ist

cosf =+ /5+ 1),

cosf? = %, 642y75) = + B+v9)

2cosf? = 14-c0s28 = + + § V5

c0s28 = + Wo-1

oder cosa = — + (/"5—1).
22) a) x = 5 5+ 1D
welches nach dhnlicher Entwickelung dbergeht in =~ °

a - 1a
B—1 = TE5—D
Die Construktion von = ist hier ebenfalls mdglich mit
Hilfe des einfachen goldenen Schnittes.
b) cosg = + (V5+D)
- _EN5s+DH(E=D
vo—1

X =
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1
ZaWsi—D)
secf = 2(y6=1).
23) ‘a) = +(V334Da

a

Hier wird £ mit Hiilfe des goldehen Schnitts gefunden,
wenn man '

setat,
b) eosf = + (V334D
_ 4 _ 1
TY3B—1 1+ H3B—-I
secf = ¥ (Y33—1)
24) ) &= 4+WB+Da

]
TEWB=I
Auch hier lasst sich & nach dem allgemeinen goldenen
Schnitte finden, wenn man
' p=3, q=2, n=2, x=1
nimmt. R

25) a) z=%\/9+\ll7.a,
= L (94V17)a?
2
S = @+ine,
x? : '
?——a‘---=-},-(l+6(l'7)a2

_W1TbIT=D
=T 8NIT—1)
—— 2 2
=yrr—1v
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a2
#=2( =+ )
Es lasst sich also auch hier = mit Halfe des allgemei~
nén goldenen Schnitles eenstruiren, wenn man
p=4, =0, qg=1, x=0
npimmt,
b) ‘cosf = L VO +y17.q,
cos B = = (94+VY17).q,
2c0s 8% = + (94 y17).a, oder
14cos28 = (F+%ViT)a,
c0s28 = + (14+y17)
(\Il7 + 1)(y17—1)
8(W17—1)

mithin sec28 = L (y17—1).
oder sec ¢ = — L (\Y17—1).

Es geht hieraus hervor, dis¢ das Dreieck ein an der
Spitze stumpfwinkliges ist.

26) a) 2 = L (V9—17).q,

= 1 @I,
32
5 = (%'_';—VI'D a?»

at—

2
2 4 j
= FN1T—Da
z? = 2(a?— L (y17—1) a?.
Man findet hieraus = mit Hilfe des allgemeinen golde-
nen Schnittes, wenn man

0

p=4,q9q=4, 1=0, x=0
setzt.
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b) cosf = + (VI—V17),
cos = & (9 —y17)
2¢c088%= 1+ cos28=-=1-(9—y17)

c0s28 = L+ (1—y17)

cose = L (17—1).
Es ergiebt sich somit, dass die Dreiecke, in denen die
merkwiirdigen Punkte des gleichschenkligen Dreiecks mit den
Hohenendpunkten Gruppen harmonischer Punkte bilden, sich
sammtlich mit Hilfe des allgemeinen goldenen Schnittes con-
struiren lassen. —

Schlussbemerkung. Zu der vollstindigsten
Verallgemeinerung des goldenen Schnitts wiirde
man auf dem betretenen Wege offenbar gelangen, wenn man
in Formel (4) den Potenzen von 2 und 3 noch Potenzen al-
ler Primzahlen der Reiheé nach hinzufiigte. Dass das Pro-
blem hierdurch an Bedeutsamkeit noch mehr gewinnen werde,
lasst sich, nach dem Bisherigen zu schliessen, nicht bezwei-
feln. Mdge es deshalb auch in dieser Fassung der Aufmerk-
samkeit der Mathematiker empfohlen sein.
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